MODEL O CINEMATICO DE UM ROBO MOVEL

o (e) =
wp (WE) =
V=

Vo (Vg) =

Posicdo do referencial fixo no rob6 em relac@® ao
referencial fixo no espaqo de trabalho.

Angulo de orientac® do robd em relac®d ao
referencial fixo no espaqo de trabalho.

Comprimento do e xo.

Raio de giro do robod.

Raio darodadireita (esquerda)

Velocidade angular do robo.

Velocidade angular daroda direita (esquerda).
Velocidade linear dorobd [0 v = w.r

Velocidade linear da borda daroda direita (esquerda).
[0 Vp = wp.Ip

[l VE= We.Ie



Para movimentos infinitessmais;

|

|

[vp.dt = w(r+b/2)dt OVp+Ve = Wp.IpTWE.lg = 2.00.r = 2.V
[ O 0O
[ve.dt = w(r-b/2)dt (Vp-VE = Wp.Ip-We.fg = wW.b

(] [v] = {(rDIZ) (re/2) ][%] O V=YTwW
w (ro/b) -(re/b) e

onde V=[v &7 W=[wp " 'Tw [(rDIZ) (rE/z)J
(ro/b) -(re/b)

0 W="Tw)"V="TyV onde, Ty = (VTw)™



Relac® entre velocidades das rodas (we/wp) para mover-se com
raio degiror:

(2.00.nN/(w.b) = (2.r/b) = (Wp.rp+we.re)/( Wp.rp-We.re)
O (we/wp) = [(r-b/2).rp] /[ (r+b/2).rg]
» Restrigdes ndo holonémicas:

 Restricdes ndo holondmicas atuam nas vel ocidades do robo.

» Devido ao atrito das rodas, o robd ndo pode se desocar
lateralmente (na direcéo do e xo).

» A velocidade linear sempre aponta na direcéo definida pela
orientaga 0 do robd.

y
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v.dt
d
§ y
' 0
/%0 > X

Para deslocamentos infinitessimais;

dx = v.dt.cosb 0 dx/dt =x' = v.coso
dy =v.dt.sen6 0O dy/dt=y =v.senf
do = w.dt O do/dt=0'=w

[0 0O(dy/dx) =tan(B) =senb/cos® 1 dy.cosO - dx.sen6 =0
[Jv.dt = dx.cosO + dy.senb

g1k



 Modelo cinematico:

Definindo o Vetor de Variaveis de Configuracéd, ou,
simplesmente, configuracé® g =[x y 6]", lembrando que:

X' = v.cos0; Yy =v.senb; 0' = w;

X' cosB O X' cosO O

O |y |= send 0|.] y | onde send 0 [=9Ty
o' 0O 1 o' 0 1

0 g =%V

O g ="Ty.'Tw.W
» Propriedadesda matriz 9Ty:
) OTY.(°Ty)=| cos® sen® O || cos® O |=] 1 0O
0 0O 1 sen® O 01
0O 1

O Ty'a =0Ty (Tyv=Vv OV=>"Ty).q

i)  (°Tv).CTv)'=| cosB O J[ cosH senf 0}
sen6 O 0 0O 1
0 1
0 (°Tv).(°Ty)' = cos’0 cosf.senb 0 J
cosB.send  sen’d 0
B 0 0 1

onde, amatriz (°Ty).(°Ty)" ésingular. Apesar disto,
q =(Tv).(Ty) " .q

visto que, de (i): (°Tv).("TV)".q' = (“Ty).V=¢q



i) (qu)T =("Ty)"
Ou sdja, (°Ty)" é a matriz pseudo-inversa de
Ty, 0 que decorre diretamente de (i) e (ii).

iv)  (°TV)".(°Ty)' = [cose send O].{-sene o}.e- =0 o}
OO0

O 0 1 cosf O
0O O

O g" =() =("Tv).V) =T,V + (*Ty).v O
0O (*Ty)". g" =Ty I Tv.V" + (OTy)".(°Ty)" .V

0Ty g =V

V) (TW(OTv))' = | cosh O }[ -sen® cosd O }.9'
sen@ O 0 0O O
0 1
0 OTv).(COTy)") = | -cosB.sen®  cos0 0 }.9‘
-sen’® cosB.sen® O
0 0 0

onde, amatriz (°Ty).((°Ty)")' ésingular.
OV =("TV'.a) ="Ty.q" +(TV)") g

O ("Ty).V* :(qu)-((qu)T-q')'
= ("Tv).(TV)".g" + (*TV).(OTV))" .’

Mas, ((°Tv)")'.q" = ©'. [-Sene cos8 O }{ X' } = [O}
0 0 0 y 0

5
O ("Ty).V' = (qu)-(qu)T-q"

multiplicando por (°Ty)" O V'=("Ty)'.q"



ESFORCOSESTATICOS

y
A
fL= Forcaresultante no robo.
fo (fe) = forcanabordadarodadireita (esquerda).
Tg= Torque resultante no roboa.

Tp (Tg) = Torgque naroda direita (esquerda).

O 1p= fD.rD ] fD = TD/rD
O 1g= fE.rE ] fE = TE/rE



« Esforgosresultantesnorobd, Fy =[f. Te]":
Of =fp + fe = (to/rp) + (Te/re)

N
1 = (fo.b/2) - (fe.b/2) = (1o.0/2rp) - (Te.b/2re)

N {n} = [(ura) (Ure) ][ rD] O Fv=("Tw))™t
To (b/2rD) (-bler) TE

onde, Fv=[fL To]' Tt=[T0 Td"

‘ (Urp)  (Lrg) } = (WTV)T = ((VTW)T)_1

(b/2rp) (-b/2rg) O t=(Tw)". Fy

» Esfor¢os em espaco de configuracao, F = [fy f, ol "

[f, = f_.cos0 fy cosB 0 || f.
f,=f,.sen® O fy | =] sen® O To

Ete =Ts Tg 0 1

OF=Ty.Fy O TV .F=(CTY".*Tv.FvO Fv=(Ty)'F

O F=Ty.(("Tw))
0= (Tw)".(°TV)".F

» Conservacao de Poténcia:

Sgam:  poténcia em espaq de configuraca
poténcia em espaq de atuadores

0 Py =F.q =["Tv.(("Tw)) ][ 4Ty Tw.W]
=t.Tw) ' OTY) Ty T W =t .("TW) T W =t W

:PW DPq:PW



MODEL O DINAMICO DE UM ROBO MOVEL

 Rob6 Mével: duas rodas, com adonamento diferencial através
de motores CC.

» Dinamica de Atuadores (M otores CC):

Uppe

AW

iDE KpEe. Wb e Kbk ibe 1 i

1 D,E D,E
=(2) (®) ® T S ®
JD,E- (A)ID,E BD,E- U E
€= Tensao de armadura do motor (Direito, Esquerdo).
Ipe= Corrente de armadura do motor (Direito, Esquerdo).
Uppe= Resisténciade armadura (Direita, Esquerda).
Kpe = Constante de forca ontra-eletromotriz / torque do
motor (Direito, Esquerdo).
Je= Momento de inércia do rotor (Direito, Esquerdo).
Boe= Coeficiente de atrito do motor (Direito, Esquerdo).
b= Carga mecéanicano motor (Direito, Esquerdo).
Equacédo Elétrica do Motor:

E=pli+KwW 0O i=-pKwW+pE

onde  E=[ep &l i=[ipig"  W=[wp "

p= pp O Kw=| Kp O
O pe 0 K



Equacéo M ecanica do Motor:

Kw.i = \Jw.WI + wa + T

onde;

!

T=[tp 1"

b O
0 kx

|

Bo
0

0
Be

|

Substituindo a equacé e étricana equac@ mecéanicado motor:

T=-Jw.W' -(p.Kw? + Bw).W + p.Kw.E

lembrando que: W =“T,.V eW' ="T,.V',

O t=-Jw."Tv.V' -(p.Kw’ + Bw). "Tv.V + pKw.E

e Dinamica do Roho:

Equacéo M ecanica do Rob6:

J. W

A ]

onde,

m = Massado robb.
Jy = Momento deinércia do robd.

BL = Coeficiente de atrito das rodas em movimento linear.

Be. w

Be = Coeficiente de atrito das rodas em movimento rotadonal.



Le de Newton: fL=mv' + BV
Le deEuler: To = Jp.0 + PBo.w

[ FV = \Jv.VI + va

onde: Fv=[f to]"

\JV = [ m O ] BV = [ BL O ]

0 % 0 B
Em termos dos torques nas rodas (Fy = (VTy)".1):
O Ty t=Jd.V' +Bv.V

Multiplicando a dindmicade atuadores por (VTy)":

T = [TV Iw. TV TV . (p.Kw? + Bw). " TV].V
+("Ty)".p.Kw.E

Igualando as duas Ultimas equagdes e isolando o termo em E:
TV pKW.E=[Iv + (T IWNTVV' +

+[Bv + ("Tv)".(p.Kw” + Bw)."Tv].V
Fazendo:

My = [Jv + (VTy)"Iw.WTy] = matriz de inércia, simétrica e
definida positiva.

Bv = [Bv + ("T\)".(p.Kw’ + Bw). VTy] = matriz de coeficientes
de atritos viscosos, simétrica e definida positiva. Fazendo:

w="Ty' pKw.E O E=["Ty . pKn] 1y

Modelo Dinamicoem V: 1ty = My.V' + By.V
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Substituindo V = (°T\)".q' e V' = (°T)".q":

Tv=My. ("TV)".q" +By. ("TV)".q
Multiplicando os doislados por Ty:

Tvtv = ["Tv.Mv.(TV)'T.9" + [Tv.Bv.(TV) 1.4
Chamando:

Mg = [“Tv.M.("T\)"] = Matriz de inércia em espag de
configurac&, simétricae definida positi va.

By = [*Tv.Bv.(°Tv)"] = Matriz de coeficientes de atritos viscosos
em espaqo de configuracé, simétrica e definida positi va.

T, ="Tvty O 1 =0Ty 14
Modelo Dinamicoemq:  1q=Mg.q" + Bq.Q’
* Propriedadeda Matriz de Inércia:
Mg = Tv.Mv.((TV)") + (TTv) Mv.(*Ty)’
Dado um vetor e, tomando a forma quadrética[e’.M q -€l/2:
[e". My .€/2=€"["Ty.My.("TV)") + ("TVv)" .My.("T\)"].e2 =
=e' [TTyv.My.((°TV)")'].€2 + € . [(°Ty)' .My.(°Ty)'].€/2 =

= e [TTy.My.((°TV)")].e
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e Forma Linear em Parametros:
Modelo Dinamico em V Linear em Parametr os;

Tv = |\/|V.VI + va

= Mvit My || V ]"‘[ Bvii Bvi2 ]{ V]
.~ Mviz My2 W Bviz Bva W
=[ Mv11-V'+|V|v12-(D'] + [ Bv11.v+By12.0 ]
- My12.V' +Myo.0 Byv12.V+By22.0

=V o 0 . MVll + vV w 0 |. BVll
0OV My12 O Vv w Bvi2

M V22 BV22

= CDVm.m + cDVb.b = chP

onde,
Pym=| V. w O Op=| Vw0
0O V' OV w
m= MV]_]_ b= BVll
MV12 BV12
|\/|V22 BV22

Dy =[Py  Dyy)

s

L] Tv = cbv.P
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Modelo Dinamico em g Linear em Parametros:
Multiplicando o modelo em V pelamatriz Ty:
Tyt =Ty.OuP O 13= PP
onde; Tq = Ty.ly Dy = Ty.Dy
O @q=[Ty.®Oym Tv.®yp) =[Pgn Py
onde:

Dgm = Ty Pym

Dy = Ty Byp

As matrizes dy,, e Py, podem ser expressas como:
bym =[(1MEV)  (12VY)  (172VY)]

Oy =[(17V)  (I2V) (1Y)

onde;

=110 12=1 0 1 12=] 0 0
00 10 01

Assm, lembrando queV = (°T\)".q' e V' = (°T\)".q":
Oy = [TVHCETY Q"] [TUHETY 9" ] [TU#(Ty)'g"]]

O = [TVHCOTY g FTUOTY g1 [Ty 9]
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« Modelo Dinamico Completo:

Lembrando que, do modelo dindmico em V, temos:
Tv=My.V' +By.V e tw="T .pKwE
O V' =(MY)-ByV +MTy) .p.Kw.E]
Lembrando que o modelo cinemético é dado por:

0 q=["Tv.V

Agrupando as duas eguagdes adma obtemos o modelo dinamico
completo, incluindo dindmicade atuadores, para o robd movel:

Equacao de Estado:
[ V' ] = [ [-My1By] 0 ][ v]+[ My YTy p.Kw] ].[ E |
q TVl 0 Jlaq 0
Equacéo de Saida:
Lal=L 0o ]Dﬂ

Caracteristicas do M odelo:

Modelo de quinta ordem.

N&o linear (cos(B) e sen(8) namatriz Ty).

SistemaMIMO (Vetor de entradas E / Vetor de saidas, Q)
Sistema subatuado (duas entradas, E paratrés saidas, q).
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