5. CONTROLE DE MANIPULADORES

Neste caitulo abordamos o problema de wntrole de robbds manipuladores,
desde aespedficac® de uma tarefa, até adeterminacé® dos esforcos que devem ser
aplicados pelos atuadores de junta de modo a exeautéla. O problema de @ntrole de
posicdo envolve vérias etapas. Inicialmente, 0 operador do robd espedfica um ou mais
objetivos a serem alcangados. Neste proces, pode ser necessrio espedficar algumas
caaderigticas adicionais. 0 tempo de percurso para dingir cada objetivo, o tipo de
trajetdria aser percorrida, etc. Uma segunda dapa envolve o cdculo de uma trajetoria
entre aposicéo atual e o préximo objetivo ser alcancado. Esta dapa tem por finalidade
gerar referéncias intermedidrias para os controladores de juntas, de modo a que o
manipulador se movimente de modo suave &é o seu objetivo, evitando esforcos
excessvos nos atuadores, assm como vibragdes ou movimentos que possam
comprometer a estrutura mecaiicado robd.

Caso atrgjetoria for gerada en espaqo cartesiano, torna-se necessario redizar o
controle dnemédtico do manipulador, ou sga, mapea as referéncias espedficadas em
espago cartesiano para referéncias correspondentes em espago de juntas. Um problema
gue gareceneste proces de mapeamento é a &isténcia de cnfiguragdes sngulares,
nas quais € imposdvel inverter a matriz jacobiana. Para contornar estas sngularidades, é
necessrio estabelece agum tipo de medida da distancia & mesmas. Elipsoides de
Manipulabilidade sdo utilizados para medir a cgaddade que o robd posaii de
manipular objetos em diregdes espedficadas. Como quanto mais proximo de uma
singularidade, menor a cgaddade de manipulac@® do robd, estes €lipsdides também
fornecen uma medida da disténcia a onfiguragdes sngulares. Quando o manipulador
possii mais juntas do que auelas necessrrias para rediza a tarefa en espaQ
catesiano, o0 mesmo é chamado de manipulador redundante e seu controle dnemético
envolve a inversdo de uma matriz jacobiana ndo quadrada. Nestes casos, témicas
baseadas em metriz pseudoinversa podem ser utilizadas de modo a resolver o problema
de dnemética inversa e utilizar os graus de liberdade excedentes para redizar tarefas
adicionais a tarefa de posicionamento.

A etapa seguinte no proces de antrole de um robd manipulador consiste no
controle dinamico do mesmo, no qua definem-se os esforgcos que devem ser aplicados
pelos atuadores, de modo a que & posiches e velocidades de junta medidas através de
sensores de posicido e velocidade mnvirjam para a trgjetoria desgjada. Quando a
ferramenta interage cm um objeto, torna-se necessario controlar o esforgo exercido
pela mesma. Para isto, é necessrio implementar um controlador que incorpore a
redimentacd® de medi¢bes forneddas por sensores de forgca e onjugado instalados no
punho do robd manipulador. Em certas aplicagdes, pode ser necessrio controlar, em
umas diregdes, 0 esforco exercido pela garra € em outras diregdes, a posicéo da mesma.
Nestes casos, témicas de controle hibrido de esforgo e posicaodevem ser utili zadas.

5.1. Geracdo de Trajetéria:

O problema de geracdodetrajetoria:

A descricéo de uma tarefa aser exeautada pelo robd numa linguagem de programaca €
normalmente feita aravés de mmandos que espedficam em alto nivel o os objetivos a
serem alcancados. Um comando tipico espedfica o ponto alvo e o tempo de percurso
para dcancélo, como por exemplo: MOVE ARM TO X with duration = 4.3*second. O



controlador do robb se ecaregara de interpretar estes comandos de modo a glicar ao
longo do tempo os esforcos de duadores necessarios para dcancar 0 Objetivo
espedficado. O manipulador deve movimentar-se suavemente, da posicéo atua a
posicédo desgjada, de modo a ndo gerar acderagdes muito altas que possam forcar 0s
atuadores nem movimentos bruscos que possam danificar a estrutura mecénica do
manipulador. Desta maneira, o controlador do robd deve computar uma tragjetoria suave
gue sirva de referéncia aser seguida pelos frvo controladores das juntas. Aqui faremos
distincdo entre a trgjetoria propriamente dita e o caminho percorrido pelo robd.
Definimos Caminho  como a descri¢céo geométrica do conjunto dos pontos percorridos
pelo manipulador da posic2o atual a posicd avo. E dado por uma arva ontinua, com
0 maior numero possvel de derivadas continuas. A Trajetoria € um caminho sujeito a
restricdes temporais. A geracd® de trgjetoria evolve adescricédo temporal da posicéo,
velocidade e ackrac® para cala grau de liberdade do manipulador (sgja en espag
catesano ou em espa@ de junta). A gerac® de trgetdria pode ser redizada
previamente asua exeaucdo (geracd off-line), ou em tempo red, a medida en que é
exeautada. Neste Ultimo caso, cada novo ponto deve ser gerado aintervalos da ordem de
milisegundos ou dezenasde milisegundos.

Na Espedficac® datrajetdriadevem ser levadas em conta trés tipos de restricoes:

* Restricdes espadais: pontos (posicéo + orientac#®) do caminho. O ponto inicia e o
ponto final do caminho. A presenca de obstaaulos pode requerer a espedficacad de
eventuais pontos intermediarios.

* Redtrigdestemporais. duracé de cada trecho da trajetoria.

* Redricdbes mecaiicas. a trgetoria deve ser suave (maior nimero possvel de
derivadas continuas). Para ser implementavel, a trajetoria gerada deve @rresponder
apontos dentro do espago de trabalho do manipulador.

Geracdo em espaco dejuntas:

Neste esguema, 0s pontos extremos 0 espedficados no espag
catesiano e mnvertidos por cinemética inversa en pontos no espa@ de juntas. Os
pontos intermedi&rios da trajetoria sdo obtidos por interpolacd® no espag de juntas.
Este equema € independente para cala juntae ndo apresenta problemas com
singularidades. Por outro lado, nada se pode garantir sobre o posicionamento do
manipulador no espag catesiano para 0s pontos interpolados da trajetdria. Métodos de
gerac® em espa@ de juntas fazem uso de varios tipos de perfis de interpolacé:
polinémios de ordem variada, funcéo linea com limites parabdlicos, etc.

I nterpolagdo usando polinémio de 52 or dem:
B(t) = a + an.t + a.t? + aa.t® + aut? + as.t°
O do(t)/dt = a; + 2.a.t + 3.a5.t> + 4.a4.t° + 5.3s.t*

O d?0(t)/dt* = 2.a + 6.aa.t + 12.84.t> + 20.3.t



sujeito as restrigoes:

Duracé: T

Posicéo dejuntainicial: 6(0) = 6

Posicéo dejuntafinal: 8(T) = 6;
Velocidade de juntainicial: d6(0)/dt = 8¢’
Velocidade de juntafinal: dO(T)/dt = 6¢
Acderac® dejuntainicial: d’6(0)/dt? = 6"
Acderac® dejuntafinal: d?6(T)/dt? = 6;"

Nas condic¢des de contorno, temaos:

90': a0
90 =
90 =2.a

O=ataT+aT?+aT +a,. T +a.T°
O =g +2.2.T +3.a.T?+ 4.2, T°+5.a.T*
O =2.a + 6.8 T +12a,T? + 20.85.T>

A solucéo deste sistema de seis equagdes lineaes fornece os coeficientes do polindbmio
interpolador:

a = 6o
) = 90’
2 =00"/2

as = [20(6;- B) — (867 + 126¢)T + (6" - 120")T3/(2.T3)
a, = [-30(6;- 6o) + (146 + 1660 )T + (-26¢" + 360")T/(2.T%
a = [12(6;- Bg) - (66 +600)T + (65" - 8")T3/(2.T°)

Observe que os =is coeficientes a serem determinados nos permitem impor as sis
condi¢bes de mntorno, ou sgja, as posicoes, velocidades e acéeragdes iniciais e finais.
Desta forma, obtemos uma trajetdria mntinua e suave aitre o ponto inicia e fina, a
gual pode ser concaenada cm um novo tredho de trajetoria, sem descontinuidades na
acderaca.

Geracdode Trajetoria em Espaco de Cartesiano:

Quando uma trgjetdria égerada en espaq de juntas, a predicdo do movimento
correspondente da ferramenta em espago cartesiano envolve o cdmputo da dnemédtica
direta do manipulador. Existem certas aplicages, como, por exemplo, soldagem, nas
guais € necessrio espedficar uma trgjetéria para aferramenta an espag cartesiano.
Nestes casos, esquemas de geracd® de tragjetoria en espa catesano sdo mais
adequados. Assm como no esquema baseado em espag de juntas, na gerac@® de
trajetéria en espag cartesiano, 0s pontos extremos da mesma sdo espedficados no
espago cartesiano. Por outro lado, ao contrario da geracd® em espag de juntas, 0s
pontos intermediarios s obtidos diretamente an espago cartesiano, por interpolacé
entre 0s pontos extremos. A trgjetdria resultante é onvertida ponto a ponto, por
cinemética inversa, em uma trajetéria no espa de juntas. A geracd® em espag



catesiano apresenta avantagem de que atrajetéria pode ser completamente definida em
espaQ cartesano. Com isto, garante-se que, se uma tarefa exige que aferramenta se
movimente a longo de uma dada aurva, atrgjetoria gerada correspondera exatamente a
curva espedficada. Uma reta serd detivamente uma reta; um arco de drculo sera
exatamente um arco de drculo. Por outro lado, a dnematicainversa deve ser computada
em tempo red para cala ponto gerado. Como conseqiiéncia, outro problema decorrente
desta metodologia éque énecessario ter um certo controle sobre a &isténcia de solugéo
do problema da dnemética inversa para cala ponto gerado, pois, a principio, pontos
intermediarios interpolados podem ndo estar no espag de trabalho, ou car numa
singularidade. Da mesma forma, a interpolacd® da matriz de rotac@® pode gerar uma
meatriz intermediariainvalida (ndo ortogona, ou com colunas ndo unitarias).

I nter polacéo da posicao da ferr amenta:

Considere os vetores Py e Pr que espedficam, respedivamente aposicéo inicial e final
da ferramenta an relacd a base. Uma trajetoria entre estes dois pontos pode ser gerada,
por exemplo, aplicando a cala demento P, (onde i = X, y, z.) do vetor de posicdo um
método interpolacd® polinomial semelhante a utilizado para interpolacd® em espago de
juntas. Paraisto, é necessirio espedficar as seguintescondi¢cdes de contorno:

Duraca: T

Pi(0) = Pio
dR,(0)/dt = P’
d?P; (0)/dt? = Py
P(T) = P
dR(T)/dt = By
d*P(T)/dt* = Py’

Interpolacéo da orientacdo daferr amenta:

No caso de geracd de uma tragjetéria que descreva a e&olucéo da orientacd da
ferramenta entre uma locdizac® inicial e uma locdizac® final, inicidmente, deve-se
escolher uma representacé adequada para aorientacd. A partir desta representacé, é
fadl aplica um procedimento de interpolac® anadlogo ao dos casos anteriores. Por
exemplo, representando a orientacé por uma matriz de rotac® R, considere:

Ro = orientacé inicial daferramenta em relacdoa base.
R¢ = orientaca® final daferramentaem relacdoa ase.

Uma trgjetéria entre Ry e Ry pode ser gerada glicando a cala demento da matriz de
rotagé um método interpolaca por polindmio de 5% ordem, de a®rdo com as seguintes
condigbes de contorno, (ondei, j =1, 2,3):

Duracé: T

R;(0) = Rjo

dRij (0)/dt = Rijo’
d°R;(0)/dt* = Rjj¢”
R;(T) = Rt
dRij(T)/dt = Rijf’
dzRij (T)dt2 = Rijf”



O méodo adma gresenta um problema: pode-se gerar uma matriz de rotagé® que ndo
sgja ortogonal, o que pode vir a cmplicar o0 procedimento de dnematica inversa que o
sucede.

Meétodo baseado narepresentacé angulo-Eixo equivalente:

Neste método, a orientac@® da ferramenta an relacé® a sua orientacé inicial é
espedficada draves da quadrupla (K, Ky, K, 8), onde 6 representa o angulo de rotacé®
em torno do vetor unitério K = [Ky Ky K", ta que, quando 6 = 0, a ferramenta eta
na sua orientacd® inicial, quando 8 = 6, a ferramenta etd na orientacd® final
espedficada. Desta maneira, a geraca® das orientagdes intermedidrias pode ser redizada
interpolando apenas uma variavel, o angulo 6. Esta interpolacd® pode ser feita, por
exemplo, utilizando o esgquema baseado em polindmio de quinta ordem apresentado
anteriormente, usando as condi¢des de contorno:

Duracé: T
B8(0) = 6o
de(0)/dt = 8y
d?8(0)/dt* = 6,
8(T) = 6
do(T)/dt = 6f
d?e(T)/dt* = 67"

5.2. Controle Cinemaético:

O controle dnemético € necessrio quando a trgjetéria é gerada em espaQ
catesiano. O controle dnematico consiste na determinac@® da trgjetoria en espag de
juntas correspondente a trajetéria gerada. Para tanto, é necessario redizar o
mapeanento de posicéo, velocidade e ackracd® para espag de juntas, 0 que evolve a
inversdo da matriz jambiana. Dois problemas adicionais surgem neste proces® de
inversdo. O primeiro deles ocorre quando o robd se groxima de uma @nfiguracé
singular, onde o jacbiano inverso torna-se ma condicionado numericamente, sendo
ndo inversivel na singularidade. Neste cao, torna-se necessario medir a proximidade do
bragp a onfiguragdes sngulares. Medidas adequadas desta distancia podem ser
extraidas do €lipsdide de manipulabilidade do robd. O segundo problema na inversdo do
jambiano ocorre quando o manipulador é redundante, ou sgja, quando 0 nimero de
juntas € maior do que o nimero de graus de liberdade aserem controlados em espag
catesiano. Neste cao, 0 jacohiano ndo € uma matriz quadrada etémicas baseadas em
matriz pseudo-inversa sdo comumente utilizadas para resolver o problema. Quando o
manipulador é redundante, existem infinitas lucdes posdveis para o0 problema de
controle dnematico. Neste cao, pode-se alotar agum critério de otimizac@® para
escolher uma solucéo dentre & infinitas posdveis. Visto de outra forma, a introducéo de
restricbes adicionais, como por exemplo uma ou mais tarefas adicionais a serem
redizadas, além da tarefa de posicionamento, permite reduzir o nimero de solucdes
posdveis. Ou sga, o0s graus de liberdade excedentes podem ser aproveitados para
redizar outras tarefas, tais como: evitar obstaaulos, minimizar velocidades ou esforcos,
minimizar consumo de erergia, etc.



Controle Cinematico para manipuladores ndo redundantes:

Considere que a posicdo e a orientac® da ferramenta do robd em espag
cartesiano sejam descritas pela transformac® homogénea “Tns1. Seja *Ther* uma
espedficac@® da locdizac@® desgada para aferramenta. O vetor de varidveis de juntas
de referéncia, g*, pode ser fadlmente apartir do mapeamento de dneméticainversa do

brago fci(.):
a* = fai(*Trs1*)

Seja J(q) a matriz de jacobiano que reladona velocidades de junta dg/dt com o vetor de
velocidades da ferramenta em espacocartesano V, temos:

V = Xq).dg/dt

Se 0 J(q) for uma matriz quadrada e q for uma cnfigurac@® ndo singular, entdo Jq)
pode ser invertida. Sga V* o vetor de velocidades catesianas desgadas para a
ferramenta, a lei de cntrole dnemético por Velocidade Computada é fadlmente obtida
pelainversdo da expresfioacima:

dg*/dt = J(q)t.v*

Derivando a relacé@ entre velocidades em espago de juntas e velocidades em espag
catesiano, temos:

V' = Jq).d’g/dt® + dX(q)/dt.dg/ct
Sejam V'* e d’q*/dt? as acderagdes de referéncia em espaqo cartesiano e @n espago de

juntas, respedivamente, a lei de wntrole dnematico por Acderacd® Comutada é
fadlmente obtida pelainversdo daexpressfoacima:

d?q*/dt? = (q) . [V'* - d)(q)/dt.dg/dt]

Demmposicdo em Valores Sinqulares e M atriz Pseudoinversa:

Como verificado adma, o controle dnemético de manipuladores envolve a
inversdo do Jambiano. Quando a matriz jacobiana ndo é quadrada, a mesma ndo pode
ser invertida da forma tradicional. Por outro lado, témicas baseadas em metriz
pseudoinversa podem ser utili zadas para determinar a solugéo de sistemas de equagdes
lineaesdo tipo:

AX=b

Onde A é uma matriz mxn néo quadrada, b é um vetor mx1 conheddo e X é um vetor
nx1 a ser determinado. O método de decomposicéo em valores sngulares é umatémica
mateméticaque permite obter fadlmente a metriz pseudoinversa e A.



Demomposicdo em Valores Singulares:

Seja A uma matriz mxn, os autovalores A; da matriz n&o negativa A".A sd0 os
valoresde A que satisfazam a equaca:

det(\.l —AT.A) =0

Os autovalores sdo va ores reas nao neggtivos tas que:

A =A2...2A20

Osvaoressinguares de A ".A s30 definidos como:

o=\ O i=1,2, ...,min(mn)

Assm como os autova ores, osvalores Snguaressao naanegativos, assm:
012022 ... 2 Ominmn) 2 0

A matriz Anxn pode ser expressaa na forma denominada Decmmposicédb em Valores
Singulares:

A=U3ZV'

onde U é umamatriz ortogonal mxm eV é uma matriz ortogonal nxn, ou sgja:
U.U"=U".U = ljrm

V.VT=VTV =y,

A matriz 2, de dimensdes mxn, é definida como:

o, ... O
Param=n0d0 3= : :
0 ______ . Gn
| 0
o1 ... 0}
Paran=m0 = ; : 0
| 0 Om |

O nimero de valoressinguaresndo nulos & p = posto(A).
Considere assegu ntes transformagdes lineaes:
y=AX

yu=Uly O y=Uy,
X, =V'x0O x=V.x



Yu= Z.Xy

Assm, fazendo a decomposicéo em valores Snguares de A

y=A.X O y=[U.Z.VT].x

a)
b)
0)

y=[U.Z].[VT.X] = [U.Z].x
y=U[Z.x] = U.y,
y=Uy, =Yy

A transformacé (a), de x para xy, envolve uma multiplicac® pela matriz ortogonal V',
muda adire¢é do vetor transformado, conservando o seuméoduo. A transformaca (b),
de x, parayy, envolve uma multiplicagc@ pela matriz diagonal Z, onde cala demento Xy
do vetor x, € multiplicado pelo valor singular correspondente g;. A transformaca (c),
de y, paray, envolve uma multiplicac@® pela matriz ortogonal U, muda adirecéd® do
vetor transformado, conservando o seu modulo.

A decomposicédo em valores sngulares pode ser obtida de a®rdo com o seguinte
procedimento:

i)
i)
i)

Determinar os autovaloresde A".A como asolucd de det(A.| —AT.A) = 0.
Determinar osvaloressinguaresde A T.A: a; = (A\)Y~.

As colunas V; de V sd0 os autovetores de A".A, ou sga asolucéd da euacd:
(AT.A- D).V =0.

iv) Para cala valor singular g; > 0, a @luna arrespondente U; da matriz U é obtida
apartir de: U; = (L/a).A.V,.
V) As colunas restantes de U sdo obtidas de modo a U ser ortogonal, ou sgja, de
modo aqueU'U =1.
Exemplo: obtenha os valores sngulares e adecomposicéo em valores sngulares da
matriz A abaixo.
11
A= 11
00

OATA=| 2 2
2 2

Os autovalores 0 a solugép de det(\l — AT.A) = A(A - 4) = 0. Assm, A1 = 4, A, = 0.
Portanto, osvalores singuaressio: 01 = (A1)*?=2, a,=(\)"*?=0.

As colunas da matriz V sdo os autovetores Vi e V, correspondentes a A1 € Ay,
respedivamente, ou sgja

(ATA-A.DVi=0 O Vi=[1 1".(u2)Y2

(ATA-A.)Vo=0 O Vo=[1 -1]".(12)"2



Parao, =2 >0, temos:
U= (Vo) AV.i=[1 1 qQ".(v2)*

As colunas restantes, U, e Us, sG0 determinadas de modo a que U sga uma matriz
ortogonal, ousgaU’.U = I:

U,=[1 -1 O".(12)Y
Us=[0 0 1".(v2)*
M atriz Pseudoinversa:

Dada uma matriz A mxn, define-se aMatriz Pseudoinversa de A, como a matriz
A" que satisfaz & seguintes condicoes:

AATA=A
A*AA =A"
(AADY =AA*
(A*A)T=A*A

A matriz pseudoinversade A posali as seguntes propriedacks:

i) (AN =A.

i) (A =(AY".

i) (AAAD) = (AHT.AY

iv)  Considere @ matrizes A mxn e B nxp, de modo geral, (A.B)" # B".A",
porem, se posto(A) = posto(B) =n 0 (A.B)" =B".A".

v)  A'=(ATA)AT=ATAAT)

vi)  SeametrizA mxn étal queposto(A)=m O A*=AT(A.AT)™.

vii)  Sea metrizA mxn éta queposto(A) =nO A*=(AT.A)LAT.

vili)  Sgja amatriz A mxn de posto p. Sgla adecomposicéo em valores sngulares
da matriz A dada por: A = U.Z.V', onde U mxm e V nxn sio matrizes
ortogonais e X é a matriz de valores sngulares. A matriz pseudoinversa de A
pode ser caculadacomo: A" = V.=*.U", onde a metriz =* nxm é dada por,

0'1_1 O
>t= 0

0 0

iX) Dado o sstemalinea A.X = b, com A mxn, b mx1 e X nx1; a sua solucéo
geral édadapor X = A*.b + (I — A*.A).K, onde K é um vetor nx1 arbitréario.
Se 0 sistema ndo tem solucéo, esta expressio minimiza ||A.X —bl||. A solugéo
particular X = A™b, (K = 0), minimizatambém [[X||.



Exemplo: cdcule a matriz pseudoinversa da matriz A abaixo.

(i

Seja a decomposic®d em vaores sngulares de A, A = U.Z.V', entdo, a matriz
pseudoinversade A édadapor: A" =V.=*.U",

OA=| 14 14 0
V4 1/4 0O

M anipulabilidade:

Or R
Or R

Podemos definir manipulabilidade como a habilidade que um manipulador
posaii de movimentar arbitrariamente a sua ferramenta. Medidas adequadas, que
definem de forma predsa a manipulabilidade, podem ser extraidas do Elipsoide de
Manipulabilidade. A manipulabilidade de um robd ndo € mnstante, mas varia an
funcdo da sua wnfigurac®. Por exemplo, quando 0 brag esta @mpletamente
estendido, ndo pode dcancar pontos além do limite do seu espago de trabalho, portanto
a sua manipulabili dade ca drasticamente res proximidades deste limite.

Elipsdide de M anipulabilidade:

Define-se 0 Elipsbide de Manipulabilidade @mo o conjunto de todas as
velocidades daferramenta, v, paraas quas:

||dgdt]| = ([dgfdit] T.[dgfdit]) Y2 = ((dau/dt)? + (dap/dit)® + ... (dop/dt)D) 2 < 1

A solucéo geral do sistema linea v = J.dg/dt, que reladona velocidades de juntas, dg/dt,
avelocidades cartesianas, v, através da matriz jacobianamxn, J= Jq), €

dgdt = Jv + (1 —J".J) K

onde K é um vetor constante abitrario. A solug& particular para K = 0, dg/dt = J".v,
minimiza||dqdt||. Expressando ||dqdt|f em termos de v, temos:

||dqat|f = [dg/dt] ".[dg/dt] = v (T) T v+ 2KT(1 =TT v +K'(1 =T".J".(1 - T IK

Usando as propriedades da matriz pseudoinversa, pode-se provar que 0 segundo termo
do lado direito da equagaoacimaé nulo. Assm,

||dqat|f = v (JT) T v+ K1 -T.I".( - TIK
O ||dgdtf = v (J3) IV

Substituindo esta desigualdade no €lipsdide de manipulabili dade, temos:



vi(J)".J v < ||dgbt|f < 1

Portanto, o €lipsdide de manipulabilidade €dado pelo conjunto de todas as velocidades
daferramenta, redizavel pelo vetor dg/dt, tal que ||dqdt|| < 1, ou seja, td que:

vVig) I vs1
Expressando ojacobiano na sua cecompos cdoem vaores singulares, temos:
J=[Ul[Z].[V]T O J=[v1[Z]" T

Onde [U]mxm € [V]nxn S80 matrizes ortogonais e [Z]m«n € amatriz de valores sngulares
de J. Assm,

Vi3IV = vEULAE) VTN IVELEL U] Y = v ULET) ] U]
Definindo a seginte transformac ortogona:

v=[Ulw O vu=[U]"v

temos que,

Vi@ IV = (2 2]

Considerando que:

0'1_1 O
(3] = 0

onde p = posto(J) < m, temos que,
[Z1*vu =[(or V) (02'vi2) ...(optvyy) O .07
O Vi@ "IV =v".([Z])"[Z] o = (01 vur)® + (02 .vua)* + ... + (05 Vup)?

Desta maneira, o €lipsdide de manipulabilidade pode ser representado na seguinte forma
equivalente:

Z(VUiZ/O'iZ) <1 o 20

Assm, as colunas U; da matriz [U] determinam a direc@® dos eixos principais do
elipsdide de manipulabilidade e caa valor singular o; corresponde a raio do eixo
principal na direcd U;, ou sgja, 0s eixos principais do €elipsdide de manipulabili dade sdo
01.U1, 02.Uy, ... ,00.Up, como mostraafiguras.1



S
Figura5.1. Elipsoide de manipulabili dade.

M edidasde M anipulabilidade

O €lipsdide de manipulabilidade definido adma é uma expressio matemética
gque incorpora em sua estrutura importantes informagdes bre a cgaddade de
manipulacd® do rob6 em uma dada wnfigurac® de juntas g. A sua representacé
geométrica permite definir medidas de manipulabilidade de forte gelo intuitivo.
Verificase que 0 eixo maior do €elipsdide mrresponde adirecd® em que éposdvel obter
a maior velocidade catesiana apartir das velocidades impostas nas juntas. Da mesma
maneira, 0 eixo menor do elipsdide @rresponde adirecd® em que menos velocidade
catesiana pode ser obtida apartir das velocidades impostas as juntas. Quanto maior o
elipsdide, mais rgpido pode-se mover a ferramenta. Assm, a quantidade de espag
(“volume™) contida no €elipsdide € uma boa medida da cagaddade de manipulacéd do
robd. O “volume” do €lipsdide de manipulabili dade é dalo por:

Vol = c(m).w

onde,

W = 07. 02. O3. ... .Om.

c(m) = (2r)™4[2.4.6. ... (M-2).m] sem for par.

c(m) = 2.(2m)™Y[1.35. ... (M-2).m] se m for impar.

Como c(m) é mnstante para um dado valor de m, o “volume” do €lipsdide de
manipulabili dade é proporcional a w. Assm, podemos estabelece w como uma medida
de manipulabilidade, a qual sera funcdo da wnfiguracd® g do robd. A medida de
manipulabili dade pode ser cdculada por:

W = 01. 02. O3. ... .Om = (det[\](Q)-\](Q)T])1/2



Quando m = n, a matriz de jambiano é quadrada, (0 manipulador ndo é redundante).
Neste caso, 0 calculo da medida de manipul abili dade é smplificado para:

w = |det(Xa))|

Verifigue que, quando o robd estd en uma anfiguracd® singular, 0 posto da matriz
jambiano € menor do que m, (0 manipulador perde um ou mais graus de liberdade an
espaQ catesiano). Nesta situacd, um ou mais valores sngulares € anulam, de modo
gue a medida ce menipulabilidace é igual a zero nasingularidade, ou sgja:

w =0 < posto(J(g)) <m

Assm, quanto mais proximo o robd estiver de uma singularidade, menor serd asua
medida de singularidade. Desta maneira, podemos considerar que w também € uma
medida da distancia da configuracéoatua do robd aconfiguragdes singulares.

Outras medidas que caaderizam a cgaddade de manipulacd® do robd podem ser
extraidas do €lipsdide de manipulabilidade. Por exemplo:

Wmm = On/Owm

A medida wyym representa araz@ entre o comprimento do eixo menor e o comprimento
do eixo maior do elipsdide de manipulabilidade, ou segja, € uma medida da dongacé do
elipsdide. A forma do €lipsdide serd mais proxima de uma esfera, quanto mais préoximo
de um for o valor de wyym. Assm, esta medida também déa uma idéia da uniformidade
de resposta que pode ser conseguida nas diferentes diregdes de movimento da
ferramenta.

Uma outra medida que pode ser extraida do €lipsdide de manipulabilidade € o
comprimento do seu eixo menor:

Wm = Om

Esta medida fornece um limite inferior para a velocidade maxima da ferramenta
Quanto maior for wy, maior sera a velocidade que pode ser alcancada em espago
catesiano.

Outra medida de manipulabili dade € amédia geamétrica doseixos do i pdide

We = (O1. 0. O3. ... .Om)"Y"
Esta medida crresponde @ raio de uma efera com volume igual ao do €elipsdide de

manipulabilidade, ou sga, da uma idéia da cgaddade de manipulacd® sem levar em
contaadirecdoem que edaé realzada



Elipsoide de Esforcos de M anipulacao:

A partir do concdto do conceato de manipulabilidade, pode-se também
determinar a cgaddade que aferramenta do manipulador tem de exercer esforcos em
diregdes espedficas. Sga 1 0 vetor nx1 de esforgos aplicados pelos atuadores nas juntas
e sga F o vetor mx1 de esforgcos correspondentes exercidos pela ferramenta no espago
de trabaho m dimensiona. Como demonstrado previamente, estes dois vetores $0
equivalentes e se reladonam através da matriz jacobianamxn , J(q):

T=J0)"F

Se posto(J(q)) = m, de forma andloga a caso do mapeamento entre velocidades de
juntas e velocidades cartesianas, 0 conjunto de todos os esforcos F redizéveis pelo vetor
de eforgos de juntas T, tal que |ft]| < 1, forma um €lipsdide no espag euclidiano m-
dimensional dado pela expresso:

Fr.J0). o) .F<1

O dipsdide aima é denominado Elipsoide de Esforcos de Manipulag@®. Por um
procedimento baseado na decomposicédo em valores sngulares da matriz jambiana,
analogo ao utili zado para o €lipsdide de manipulabili dade, pode-se mostrar que 0s eixos
principais do elipsbide de esforcos de manipulagé sdo dados por 0;*.Us, 0,%.Uo, ... ,
Gp'l.Up. Observe que o comprimento destes eixos € inversamente proporcional ao
comprimento dos eixos correspondentes do €elipsdide de manipulabili dade. Portanto, na
direcd® em que amanipulabilidade égrande o esforco de manipulac@® correspondente é
pegueno, e viceversa. Da mesma forma, volume do €lipsbide de esforcos de
manipulacd € inversamente proporcional a medida de manipulabili dade:

Vol = c(m)/w

Portanto, quanto maior a manipulabilidade, menor o esforco de manipulac®, e vice-
versa

Exemplo: determine a medida de manipulabilidade para o manipulador articulado
planar de dois graus de liberdade.

O jambiano que reladona velocidades de junta com a velocidade linea da ferramenta
em espaQo cartesiano € dado por:

°Xa) = [ (-LisiLosi)  (-Losio)
(Licitlaciz)  (LoCi12)

Como ojamohiano é qualrado, podemosfaze:
w = |det("J(a)|

O w=Lj.Lo|sen(By)|



Observe que (ver figura5s.2):

A medidaw é maxima para 6, = (2.k+1).177/2, comK inteiro.
A medidaw é minima para 6, = k.11, com K inteiro.

De formaardoga:
O esforgo de manipulac@® é minimo para 6, = (2.k+1).1772, com Kk inteiro.

O esforgo de manipulacd € maximo para 6, = k.11, com k inteiro.

Ay Ay

(@ (b)

Figura5.2. Manipulabili dade para um brago planar de dois graus de liberdade.
a) Elipsodide de manipulabili dade. b) Elipsdide de esforcos de manipulacéo.

Controle Cinematico de M anipulador es Redundantes:

Manipulador r edundante:

Um manipulador redundante é @uele que possii mais graus de liberdade
controlados pelos atuadores em espa@ de juntas do que aueles necessarios para
redizaa uma tarefa espedficada em espag catesano. Estes graus de liberdade
excedentes garantem uma melhor manipulabilidade abs manipuladores redundantes,
permitindo, por exemplo, contornar singularidades, obstaaulos ou limitagdes estruturais.
A redundancia também permite exeautar tarefas adicionais de a®rdo com agum
critério: baixo consumo de eergia, baanceanento de velocidades de junta,
balanceanento de esforcos de juntas, etc. Os graus de liberdade aicionais tornam o
manipulador redundante mais confidvel e tolerante afalhas. Dependendo da situacé, o
robd pode exeautar certas tarefas mesmo com a falha de uma ou mais juntas. Por outro
lado, de modo geral, os manipuladores redundantes apresentam uma maior
complexidade, sGo mais pesados e requerem agoritmos de cntrole mais complicados
do que os manipuladores néo redundantes.

Demmposicdo detarefas:

Uma tarefa complexa pode ser decomposta em duas ou mais sub-tarefas, cada
gual com uma prioridade epedficada. A tarefa mais prioritdria € exeautada por
completo pelo manipulador e os graus de liberdade excedentes s80 usados para &
tarefas menos prioritarias. Por exemplo, na pintura de uma superficie plana, manter a



orientacé® da pistola de tinta perpendicular a superficie é uma tarefa que deve ser
redizada com maior prioridade do que atarefa de manter a posicéo da pistola. A
espedficac® dastarefas pode ser feita duas de maneiras diferentes:

a) por umatrajetériadada, espedficada pelo operador;

b) por uma funcdo critério, quando o erador ndo conhece atrgetoria
desgjada, mas sbe wmo avaliala, (como por exemplo, quando se desga
gue a trajetériaenvavaum gasto minimo de energia).

Espedficacdo da Sub-tarefa maisprioritéria:

Considere que a sub-tarefa mais prioritdria mnsiste en controlar o vetor de
manipulacd X1, de dimensdo m;x1, funcéo das varidveis de junta:

X1=11(g)

A derivada tempora de X; se reladona wm as velocidades de junta dravés da matriz
jambiana J;(q) correspondente:

dX4/dt =V =x(qg).dgdt O Ju(q) = of1(g)/oq"

Se atrgjetoria desgada para X1 € espedficada mwmo Xq*(t), com0<t<T,ondeT éo
tempo estabeleddo para concluir a tarefa, entéo, dado Vq* (t) = dX(t)/dt, a solucéo geral
daeguacaoacima édada por:

dq*/dt = J1+.V1* + (l —J1+.J1).K1

onde K; é um vetor constante abitrario de dimensdo nx1. Verifique asolucédo adma é
constituida por dois termos componentes:

- Primeiro termo, J,".V1*, velocidade necessiria para redizar a trajetoria de junta
X1*(t). Esta velocidade minimiza ||dddt|| quando existem nltiplas ou infinitas
solugbes. Quando ndo existe solucéo, fornece a solucéd aproximada que
minimizao erro: ||V1* - Ji.dg/dt||

- Segundo termo, (I — J".J1).K1, redundancia remanescente para redizar tarefas
adicionais.

Espedficacdo da sub-tarefa menosprioritaria por umatrajetoria:

Considere que a sub-tarefa menos prioritaria cnsiste en controlar o vetor de
manipulacd X, de dimensdo m;x1, funcéo das varidveis de junta:

X2 =12(Q)

A derivada tempora de X, se reladona wm as velocidades de junta dravés da matriz
jambiana J,(q) correspondente:

dXo/dt =V, = J(q).do/dt O J(q) = ofq)/oq"



Impondo V, = V,* = J.dg/dt e multiplicando a solucéo da sub-tarefa mais prioritaria
por J, temos.

Bodgldt = B Vit + Bl =3 .J) Ka
O (V2* - %X Vi*) =%(-4".J).Ks
ou,

V* =JK;

onde, V* = (Vo* - L.J".V1*) e J= X.(l — X".J). A solugido geral do sistema linear
adma é dadaoor:

Ki=JV* + (1 =J".9.K,
O K]_ = J+.(V2* - Jz.J1+.V1*) + (| —J+.J).K2

onde K, € um vetor constante abitrério de dimensdo nx1. Assm, o vetor de velocidades
de juntas dg*/dt que rediza atarefa X;* completamente e, utilizando a redundancia, a
tarefa X,* com o menor erro posdvel, € dado por:

da*/dt = 3V * + (1= 373 [T.(Va* - Bt Var) + (1 = 3°.9).Ky]
Pode-se provar que (I —J*.%).J = J', assm:

dgt/dt = . Ve* + I (Vo* - Bh Vif) + (1 = 0" d =T .0 Ko
Observagdes:

e Se(l-X".J-J.J #0, andasobra redundarcia parauma ftercera sub-tarefa.

e SeXy= g, (Jz = |), entéo, dq*/dt = J1+.V1* + (| —J1+.J1).V2*.

e Quando os srvocontroladores de junta garantem um perfeito rasteio de trajetéria de
juntas, (q = g*), a primeira sub-tarefa éredizada cm exatidao, (X1 = X1*). Porém,
€ posdvel gue ocorra dgum desvio na segunda sub-tarefa, (X, O X,*), quando os
graus de liberdade remanescentes 80 insuficientes. Um esquema simples adotado
para contornar este problemamodifica asegunda trgjetdria de referéncia para:

Vo** =V + H.(Xz* - Xz)

onde H é uma matriz diagonal constante de ganhos apropriados. A referéncia
modificada V,** é utilizadano lugar de V,* naequacd de controle dnemético.

Espedficacdo da sub-tarefa menosprioritaria por umafuncao critério:

Considere que asegunda sub-tarefa € epedficada por uma funcéo critério v(q)
aser maximizada. Definindo o vetor &, de dimensdo nx1, como:

¢ =0u(g)/aq



Entdo,
du(q)/dt = [0u(q)/dq'].dg/dt = &".dg/dt

O objetivo dalei de mntrole dnemético € maximizar a funcéo critério através dos graus
de liberdade remanescentes da primeira sub-tarefa, enquanto esta Ultima é redizada
completamente. Para que isto amntecg a derivada da funcéo critério v(q) deve ser
positiva, ou sga, du(g)/dt = 0. Se esta oondicdo for satisfeita, a fungéo critério serd
monotonicamente crecente. Uma nmaneira ceimpor esta condi¢céo € adotando:

Ki=Kp.§

Onde Kp é uma ongtante positiva e grande. Com esta imposicéo, a lei de ntrole
cinemético é dada por:

dg*/dt = J".Vi* + (1 = X" J).Kp.&

Multiplicando os dois |ados daexpressio adma por &', temos:
Edg*/dt =70 . V* + ET.(1 - 7.0 Kp.E

O du(g)/dt = ET.3 . Vi* +Kp.E'.(1 =X Q)€

Como a matriz (I — J".J;) € ndo negativa definida, o segundo termo & direita ésempre
maior ou igual a zeo. Assm, se Kp for escolhido suficientemente grande, de modo a
sempre superar o vaor absoluto do termo &'.J,".V1*, pode-se garantir que du(q)/dt seja
maior ou igual a zeo, ou sga, que v(g) sgia monotonicamente aescente. Observe que,
na prética Kp ndo pode ser escolhido arbitrariamente grande, sob pena de gerar
referéncias de velocidades de junta muito atas, que podem ultrapassar as limitagdes dos
atuadores.

Exemplo:

Considere o manipulador articulado planar de trés graus de liberdade mostrado na figura
5.3. Os comprimentos dos elos s80: L; = L, = 1, L3 = 0.3. Projete um controlador
cinemético que redize asseguintes sub-tarefas:

a) Tarefa mais prioritariac controle da posicéo da ferramenta de modo a seguir o
segmento de reta verticd, partindo do ponto g = [20° 30 20", (que
corresponde a(Xo,Yo) [1(1.69, 1.39)), até o ponto (x,y) = (1.69, 0.00). Trajetéria
dereferénciade duracd® T = 1 segundo:

X () =[x(®) y®] =[x yol-3t°+2t9]"

b) Tarefa menos prioritariac Evitar o obstaaulo retangular situado abaixo do eixo X,
de vértices (1,0), (0.5,0), (0.5,-1), (1,-1).



(X0:Yo)
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Figura 5.3. Manipulabili dade redundante planar de trés graus de liberdade.

A variavel de manipulacd é aposicéo da ferramenta (x,y), que, em funcdo dos angulos
dejuntaé dadgor:

[ X ] = [ Li.Cci + Lo.Cio+ La.Ci2s ]
y Li.st+L2Si2+ L3Sz
Portanto, o jambiano associado a sub-tarefa mais prioritéria &

J= [ —(Lisi+Lasiz+ L3Sz —(LaSiz+Lasiz)  —(LaSi29
(Li.c1 +LoCio+ L3a.Croz)  (L2.Ci2+ L3.Ci29) (L3.C129

A primeira sub-tarefa é dadgoor X,*, jaespedficads, portanto:

V¥ (t) = dX*(t)/dt = [0y o(— 6t + 6t%)]"

Para a segunda sub-tarefa, escolhemos uma onfiguracd® de referéncia mnstante, de
forma que,ao tentar permanece 0 mais proximo possvel da mesma, o brago robético

evite o obstdaulo. A trajetdria de referéncia escolhida, mostrada na figura 5.4, € dada
por:

Xo* =[45° -70° 0"

De onde deduzimos que asua derivada Vo* = dX,*(t)/dt € nula. Assm, como X, = q,
podemos adotar:

Vz** = Vz* + H.(Xz* - Xz) = H.(Xz* - Xz)

A lei de ontrole dnemético pode ser obtida substituindo as expreses de Ji, V1*, Xo*
eXzem:

dg*/dt = 1" .Vo* + (I —3".J). H(X* - X))

Onde H é uma matriz 3x3 dagonal de ganhos constantes a ser determinada. As figuras
5.5 e5.6 mostram atrgjetoriado brag paraH = 0.1 e H = 0.2.1, respedivamente.



(Xo0,Yo)
NG
° I » X
1 2
W
s \Obstéculo
Figura5.4. ReferénciaX,* = q=[45° -70° O7]".
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Figura5.5. Controle de tragjetoria sem usar aredundancia (H = 0).
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Figura5.6. Contorno de obstaaulo usando aredundancia (H = 0.2.1).



Observe que quando H = 0, a redundancia ndo € utilizada, de modo que a solucéo
obtida é auela que minimiza ||dqdt||, sem conseguir evitar a ®lisdo com o obstaaulo,
pois a segunda sub-tarefa ndo é redizada. Por outro lado, quando H = 0.2, a
redundancia disponivel é utilizada para redizar a segunda sub-tarefa, conseguido evitar
a olisio com o obstaaulo, porém sem minimizar ||dqdt|], (veja que ha mudancas
bruscas na configuracé do robd, que correspondem a velocidadesmaisaltas).

Exemplo:

Considere 0 mesmo manipulador articulado planar de trés graus de liberdade do
exemplo anterior. Projete um controlador cinemético que redize & <sguintes ub-
tarefas:

a) Tarefa mais prioritariac semelhante ado exemplo anterior. Seguir atrgjetoria
Xi(t) de durag® T = 1.0 segundo, com (Xo,Yo) = (0.28, 0.27), (que
correspondea q=[180° -17¢° -107"):
X*() = [x(t) yO] =[x yo(1=3t%+2t3+0.1.(-3t*+2t%)]"
b) Evitar singularidades.
A primeira sub-tarefa é dadagoor X,*, jaespedficads, portanto:

V¥ (t) = dX*(t)/dt =[0 Yy of— 6t + 6t%)+0.1(-6t+6t%)]

A Segunda sub-tarefa pode ser exeautada de forma amaximizar a funcéo critério dada
pela medida de manipulabilidade, que também é uma medida da “distéancia” a
configuragdes snguares. Neste caso, é necessxio obter:

v(Q) =w = (det[Xa).Xa) )

¢ =du(aq)/aq

A lel de controle cinemai co é dada por:
do*/dt ="V + (I = ".0).Kp.€E

As figuras 5.7 e 5.8 mostram a traetdria do bragp para Kp = 0 e Kp = 20,
respedivamente. Observe que quando Kp = 0, a redundancia ndo é utilizada, de modo
gue a solucdo obtida é @uela que minimiza ||dqdt|l, sem conseguir evitar a
singularidade, pois a segunda sub-tarefa ndo é redizada. Por outro lado, quando Kp =
20, a redundancia disponivel € utilizada para redizar a segunda sub-tarefa, conseguido
evitar a singularidade, porém sem minimizar ||dqdt||, (vgja que ha mudancas bruscas na
configuracd do robd, que correspondem a ve ocidades mais dtas).
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Figura5.7. Controle sem usar aredundancia, (Kp = 0), ndo evitaasnguaridace.
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Figura5.8. Controle usando aredundancia, (K = 20), contornaa snguaridace.
Consideragbes Computacionais.
O cdomputo da matriz pseudoinversa do jambiano envolve um grande eforgo
computadonal. A metodologia descrita aseguir permite cdcular de modo eficiente alei
de controle cinemai co da forma:
dg*/dt =J.V* + (1 = J.J) K
Se amatriz (J.J") é ndo singular, entd0, a matriz pseudoinversa do jacmbiano pode ser
cdculada por J* = J'.(3.J"). Assm, alei de mntrole pode ser reformulada da seguinte
maneira:
dg*/dt = J".(3.J) L (V* +IK) +K
Definindo:
X = QI L(V* +IK)

Este vetor pode ser obtido através de dgum método numérico eficiente, (por exemplo, o
método de diminacd de Gausg, como solucédo do sistemalinea:



(JJN.X = (V* + JK)

A seguir, as velocidades de referéncia das juntas podem ser obtidas fadlmente apartir
de:

dg*/dt = J". X + K

Observac®: nas proximidades de uma singularidade, esta solugédo pode degenerar
devido a0 mau condicionamento da matriz (J.J'). Um método para mntornar esta
situacd® é substituir (J.J") por (J.J" + &.1). Assm, o vetor X deve ser redefinido como a
solugcéo do sistemalinea:

(A" +8.1).X = (V* + JK)

A funcdo de regularizac® O deve ser continua e positiva perto da singularidade,
anulando-se longe da mesma. Por exemplo, usando a medida de manipulabilidade w
para medir a distancia a singularidades, podemos definir a seguinte funcéo de
regularizac®, mostrada nafigura5.9:

5=80.(1—w/wo)®>  paraw <wg

0=0 paraw = Wy

onde & > 0 € amagnitude de regularizacd e wo > 0 é 0 raio da regido centrada na
singularidade, dentro da qual atua o termo de regularizac®.

»
»

| » W/Wo
1

Figura5.9. Func& de regularizac® paraa metriz J.J'.



5.3. Controle Dinamico de Posicao:

Nas leis de mntrole dnemético estudadas, as entradas de @ntrole sdo as posicoes
das juntas do robd, onde a&3umimos que estas podem ser impostas arbitrariamente, de
modo a posicionar a ferramenta no espaqo de trabalho. Na pratica, as varidvels de junta
devem ser impostas através dos atuadores do manipulador, como por exemplo, pela
aplicaca® de um torque alequado por meio de um motor elétrico. As varidveis de junta
n&o sdo impostas instantaneamente pelos atuadores, mas respondem de aordo com uma
dindmica que depende das caaderisticas do atuador, do bragp e de eventuais
transmisfes mecéaiicas. Portanto, em um nivel hierdrquico inferior, € necessario
estabelecea lagos de mntrole dindmico adequados para garantir que & variaveis de junta
convirjam rapidamente para & referéncias de junta requeridas pelos controladores
cineméticos.

Controle de Posicao:

O controlador de posicbes de junta deve fornece os esforcos de junta t(t)
cgpazes de faze com que atrgjetéria de juntas q(t) convirja para atrajetéria de juntas
desgada g(t)*. Assm, conforme mostra a figura @aixo, um controlador de juntas
genérico recdoe como entradas a trajetdria de referéncia de juntas, q(t)*, e atrajetoria
medida, q(t), fornecendo como saida o vetor de esforcos de juntas, 1(t), que devem ser
aplicados pelos atuadores.

y

a®* | controlador de | () Robb q(t)
' Posi¢&0 Manipulador >

Figura’5.10. Controle de Posicéo.
Espedficacdo da dindmica desgjada:

O controlador deve faze com que o erro de posicéo, e(t) = q(t)* - q(t), convirja
para zeo quando otempo t tende ainfinito. O erro deve ser minimizado de a®rdo com
algum comportamento dinamico desgado. Freqlentemente, espedficase uma resposta
dindmicade segunda ordem para o erro e(t):
d?e(t)/dt? + 2.&.cn.de(t)/dt + wl.e(t) =0
onde freqUéncia natural «, e o coeficiente de amortedmento & determinam o
comportamento dindmico do sistema en maha fedada. Assm, tomando a
transformada de Laplaceda equacéoacima, obtemos equacaocarmackristicado sisterma:

F+28Lws+w’=0

cuja soluco define os polosem melhafechada:  s= -E.un + o [E2 — 1]Y2 = -E.0n @y



Portanto, verificase que, qualitativamente, a resposta dinamica depende do valor do
coeficiente de amortecimento:

a) Para0< & <1, o sstemaé sub-amorteddo.
b) Parag =1, o sistema é criticamerne amorteddo.
c) Parag > 1, o sistema é sobre-amorteddo.

Assm, inicidmente, ¢ deve ser escolhido de aordo com a velocidade de resposta
desgjada. Com & = 1, o sistema € citicamente anorteddo e 0 erro converge para zeo
rapidamente e sem oscilagdes. A freqiiéncia wy = wh[&% — 1]Y2 deve ser escolhida a
maior posdvel, respeitando as limitagdes do hardware e & impostas pelo sina de
referénecia utilizado. Em particular, deve-se evitar excitar modos de ressonancia
mecanica de maneiraa evitar vibragdes indesgjadas na estrutura do manipulador.

Esgquema de Controle por Torque Computado:

O esquema de ontrole por torque mmputado se basela na compensacd® da
dindmica do manipulador, de modo a obter uma dinémica linea e desacoplada em
malha fedhada, permitindo assm o controle de cala junta de modo independente. A
partir desta lineaizacd® e do desamplamento dindmico resultante, um controlador
linear, com redimentacd® Proporcional-Derivativa, € acescentado para reeitar
perturbagdes e rrigir eventuais desvios nas trgjetorias de junta espedficadas. Assm,
conforme é mostrado no diagrama de blocos da figura @aixo, a lei de cntrole por
torque computado envolve as d@as etapas escritasa seguir.

q** Controlador |d?gc*/dt?| Desacoplamento | T Robd |q, dg/dt
dg /de PD Dinamico > >
oo/t g

Figura5.11. Controle por torque computado.
i) Célculo daacekracé de comando:
d?qo/dt? = d?q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + K p(q* —q)

onde Kp e Kp s8o matrizes nxn diagonais de ganhos positivos, correspondentes a
redimentagdes derivativas e proporcionais, respedivamente.

i) Compensacéo do modelo dinamico:
T = M*(q).d’gc/dt® + Tr*(q,dg/dt)
onde, T € o0 vetor de esforcos de junta, M*(g) € o modelo nominal disponivel
para amatriz de inércia etr*(g,dg/dt) = 1c*(q,dg/dt) + 16*(q) + T (dg/dt) €o

modelo nominal disponivel para o vetor de rea@des coriolis, centrifugas,
gravitadonais e de atrito.



Assm, alei de controle por torque computadoé dada por:
T = M*(q).[d?q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + K p(g* — g)] + T=*(q,dg/dt)

Substituindo esta lei de @ntrole na equacd® que descreve dindmica inversa do
manipulador, T = M(q).d?g/dt? + Tr(g,dg/dt), obtemos a resposta em méha fechads,

M* .[d?q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + Kp(g* — )] + Tr* = M.d?g/dt? + T,

onde os argumentos dos termos da equac@® de dindmica inversa foram omitidos para
simplificar anota¢&. Lembrando que o erro de posicionamento € (q* — q) = e, temos:

M* .[d?q*/dt? + Kp.de/dt + Kp.€] + Tr* = M.d?g/dt? + Tr

Subtraindo o termo M*. d?g/dt? dos dois lados da ejuacé adma, obtemos:

M* .[d?q*/dt? + Kp.de/dt + Kp.€] + Tr* - M*.d?g/dt? = M.d?g/dt® + T - M*.d?q/dt?
O M* [d%g*/dt? - d’g/dt® + Kp.deldt + Kp.e] = (M — M*).d’g/dt® + (Tk - TR*)

O dPe/dt? + Kp.deldt + Kp.e= (M*) L [(M = M*).d’g/dt® + (Tr - Tr*)]

Observe que o lado esquerdo da equac@® adma representa uma dindmica desamplada
de segunda ordem, que éperturbada pelo termo ndo linea do lado direito daequacé, o
gual introduz amplamento dindmico entre & diversas juntas. Na situacé@® ided em que o
modelo disponivel representa exatamente o comportamento dindmico do manipulador
(M* =M e 1r* = 1TR), arespostaem méha fecraca £ redwz a

d’e/dt? + Kp.de/dt + Kp.e=0

ou sga, a dinamica ndo linea do manipulador é perfeitamente cmpensada,
desacoplando o controle & juntas e fazendo o erro convergir para zeo quando o tempo
tende ainfinito. Neste cao, a redimentac@® PD imp&e uma dindmica de segunda ordem
a0 sstema an melha fedhada, onde & matrizes de ganhos proporcionais e derivativos
podem ser escolhidas para atender as epedficacas:

Kp=
Ko =2.§.0n

Um aspedo importante aser levado em conta na implementacd do controlador
por torque cwmputado é o tempo de computacé® envolvido no cédculo do modelo
dindmico inverso, no estagio de lineaizac® do controlador. Modelos explicitos, em
forma fedhada sdo impraticavels para manipuladores com mais do que duas ou trés
juntas. Por outro lado, o agoritmo reaursvo Newton-Euler permite computar a
dindmica inversa de forma razoavelmente diciente € para manipuladores industriais, o
esforco computadonal requerido por este dgoritmo geralmente érelativamente préximo
da solucé em forma fechada.



Quando a tragjetéria a ser exeautada € conhedda a priori, uma &ordagem
aternativa awnsiste an computar 0 modelo dindmico usando a tragjetéria de referéncia,
g* e dg*/dt, em lugar dos valores medidos de posicoes e velocidades de junta, g e dg/dt.
Neste cao, o0s termos M(g*) e Tr(g*,dg*/dt) do modelo dindmico inverso podem ser
computados previamente, antes da exeaucdo da trgetéria. Por outro lado, caso a
trajetéria red se daste muito da trajetoria de referéncia, 0 modelo dindmico inverso
assm cdculado ndo compensara completamente adinamica do robd red, degradando o
proceso de lineaizac® e, conseqlentemente, o desempenho do sistema de @ntrole
como um todo.

Uma outra dternativa para reduzir o custo computadonal deste esquema de
controle € utilizar taxas de anostragem diferentes para o lago de redimentacé PD e
para o computo do modelo inverso. Assm, o modelo dindmico, que tem um custo
computadonal elevado, pode ser atuadizado a uma taxa mais lenta do que ajuela
utilizada na redimentacé® PD. Obviamente, o uso de uma taxa de amostragem menor
na duaizac® do modelo dindmico resulta an um nodelo nomina menos predso, o
gue pode degradar o desempenho.

Em qualquer das abordagens adma, a impredsdo no modelo dinamico
disponivel resulta an um rasteio de trajetéria menos predso do que ajuele espedficado.
O lago de servocontrole PD deverd ser projetado de maneira aser robusto frente a ates
desvios do modelo nominal. Dentro de cetos limites de desvio admisdveis em relac@®
a0 modelo dindmico disponivel, € posdvel projetar um conjunto de ganhos constantes
gue garantam que, apesar da deriva resultante nos polos de maha fedhada, estes
permanecan em uma regido de desempenho favoravel. Alternativamente, podem ser
espedficados ganhos variaveis, de modo a minimizar o movimento dos pélos de malha
fedhada, mantendo o dessmpenho relativamente constarte.

Outro aspedo importante na implementaca do controle por torque computado é
a taxa de amostragem utilizada na discretizac® do mesmo. O limite inferior absoluto
para ataxa de anostragem é dado pelo espedro do sinal de eitrada de referéncia
utilizado. A taxa de amostragem deve ser, no minimo, duas vezes maior do que a
largura de banda da entrada de referéncia. O limite superior da freqUéncia de
amostragem € dado pela cgaddade de rejeicdo de perturbagdes e pela cgpaddade de
supressio de vibragdes mecanicas naturais. Se o periodo de anostragem € maior do que
0 tempo de rrelacd® do ruido devido a perturbagdes randdmicas, estas perturbagdes
ndo serdo suprimidas. Assm, uma boa regra empirica € ecolher um periodo de
amostragem pelo menos dez vezes menor do que o tempo de crrelacd do ruido.Para
evitar excitar modos de ressonancia mecaiicos, a taxa de anostragem deve ser, no
minimo, duas vezes maior do que afreqiéncia natural dessas resnancias. Uma boa
regra anpirica € ecolher a taxa de anostragem pelo menos dez vezes maior do que a
freqUéncia natural de resonanciamecaiica

A complexidade computadona envolvida, diada anecessdade de dispor de um
bom modelo dindmico e de um conhedmento espedalizado no projeto do esquema de
controle por torque cmputado, fazen com que este Ultimo ndo sgja muito difundido na
industria. Assm, versdes de oontroladores mais smples s utilizadas no controle de
robds comerciais. Apesar de menos predsos, a simplicidade destes controladores torna
mais intuitivo o processo de sntonia dosmesmos.



Esguema de Controle Independente de Juntas:

Um esquema etremamente smples de ntrole, muito popular em robds
manipuladores comerciais é auele baseado em controladores PD, ou PID,
independentes para cala junta do robd. Neste tipo de wntrolador, ndo € feita nenhuma
compensac¢d do modelo dindmico do robd. Este mntrolador pode ser derivado da lei de
controle por torque computado fazendo:

M*(q) =1

TR*(q,dg/dt) =0

O = d%q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + Ke(g* — q)

Assm, aresposta dinamicaem maha fechada édescrita por:
d?e/dt® + Kp.deldt + Kp.e= (M —1).d’g/dt® + 1r

Como nenhuma mpensacd® de modelo é utiizada e sdo usados ganhos de
redimentacd® constantes, o desempenho do controlador sera variavel, dependendo do
acoplamento dindmico entre & juntas e do ponto de operacd® em que se aicontra o
bragp. Normamente, os ganhos si0 projetados para ter um amortedmento critico
guando o manipulador est4 posicionado no centro do seu espag de trabalho, resultando
em desempenho sub-amorteddo ou sobre-amorteddo a medida que o rob6 se dasta
desta mnfigurac®. A escolha de ganhos de redimentacé® elevados permite minimizar
os efeitos de aoplamento representados pelos termos do lado direito da equacé® adma.
O limite superior para os ganhos € definido por diversos fatores, tais como: taxa de
amostragem, ruidos de medicd ou resonancias mecaicas. Em manipuladores
industriais, quando dotados de reducBes mecaicas no adonamento das juntas, 0s
efeitos de aoplamento sdo bastante reduzidos, de modo que este tipo de controlador
apresenta um desempenho razoével. Estes controladores também sdo adequados para
aplicages do tipo “pega e oloca’, onde genas * desga uma boa predsdo no
posicionamento final dagarrae rioé recesério um raste o predso de trajetoria.

Esguema de Controle com Compensacdo de | nércia Efetiva de Juntas:

Como geralmente os termos da diagonal da matriz de inércia s0 mais
significativos do que os termos fora da diagonal, um esquema de cntrole um pouco
mais predso do que o descrito adma, mas ainda relativamente simples de implementar
€ 0 controle cm compensac® de inércia detiva de junta. Neste esquema amatriz de
inércia é modelada de forma smplificada, fazendo M*(q) = Mg*(g), onde a matriz
Mg* (g) € obtida mmputando apenas os elementos da diagonal de M(q) e desprezando os
elementos restantes. Assm, a lei de ntrole crrespondente € derivada da lei de
controle por torque computado fazendo:

M*(q) = Md*(q)

TR*(q,dgdt) =0



0 1 =Mg*(q).[d’q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + K p(q* — )]

Assm, aresposta dinamicaem maha fechada édescrita por:

d?e/dt® + Kp.deldt + Kp.e = (Mg*) L. [(M = Mg*).d’g/dt® + Tg]

Este esquema dnda gresenta aoplamento dindmico entre juntas, mas € mais fadl de
ser mantido perto do amortedmento critico do que o esquema de @ntrole independente
dejuntas.

Esguema de Controle com Desacoplamento de I nércia:
Um esgquema um pouco mais elaborado do que o anterior pode ser obtido
compensando s efeitos de aoplamento introduzidos pela matriz de inércia. O esquema

de controle com desamplamento de inércia € derivado da lel de antrole por torque
computado fazendo:

M*(q) = M*(q)
TR*(q,dgdt) =0
0 1= M*(q).[d?q*/dt? + Kp(dg*/dt — dg/dt) + K p(q* — )]

Assm, aresposta dinamicaem maha fechada édescrita por:

d?e/dt® + Kp.deldt + Kp.e = (M*) L [(M = M*).d’g/dt® + Tg]

Neste cao, a aicdo dos elementos da matriz de inércia fora da diagonal permite obter
um melhor desacmplamento do que no caso anterior, 0 que posshilita um desempenho
mais constante a longo de todo o espag de trabalho. Como as rea@es gravitadonals
S80 responsavels por erros de posicionamento estético, algumas implementagdes
incluem a compensacd® do vetor 15(g). Nestas circunstancias, se 0 manipulador opera
em baixas velocidades, os termos de reagdes coriolis e cantrifugas e reades de arito
s80 bastante minimizadas e um bom desempenho pode ser obtido.

Controle de junta considerando dinamica de atuador :

Dinamica do Atuador (Motor de Corr ente Continua):

Considere que cala junta do rob6 € ad onada por um notor de corrente continua
através de uma caxa de reducddo mecéica A figura 5.12 mostra o circuito elétrico
correspondente aum motor deste tipo, onde:

Va= tensdo do enrolamento de armadura, imposta pelo controlador dajunta.
ia= corrente do enrolamento de armadura.

Ra = resistércia do enrolamento de armadua.

La=indutarciado enrolamento de ammadua.

E = forcacontra-eletromotriz induzida na armadura pa o enrolamento de campo.



Vf = tensdo de alimentac& do enrolamento decampo.

if = correrte d enrolamento de campo.

Rf = resisténcia do enrolamento de campo.

Lf = indutancia do enrolamento de campo.

T.= torque elétrico gerado pelo motor

Bm= posicéo angular do eixo do motor.

I|m= Momento de inércia do rotor do motor.

Kam= codficiente de atrito nosmancas do rotor do motor.

Ra La Rf
—— AW MW
—_— -+ +

Va——

\

Kam

Figura’5.12. Circuito elétrico de um notor de corrente continua

Quando acorrente decampo éfixa, o torque elétrico gerado pedo motor € proporcional a
corrente de amadura e aforca @ntra-eletromotriz é proporcional a velocidade do rotor.
Nestas condicdes, 0 motor de arrente mntinua pode ser descrito pelo seguinte sistema
de equacdes:

Va= Raia +Ladia/dt + E
E = Ke.dB,/dt
Te=Kt.ia

onde Ke é a onstante de forca ontra-eletromotriz do motor e Kt € a onstante de
torque do motor.

O motor deve desenvolver um torque détrico, T, de modo a vencer o torque
resistente imposto no eixo da junta pela caga, 1., e o torque resistente no eixo do rotor
inerente a proprio motor, Tm,. Na nossa andlise, assumiremos que a caga externa posaui
um nomento de inércia | e que os mancas do eixo da junta produzem um atrito
caaderizado pelo coeficiente K4 . A figura 5.13 mostra 0 acoplamento mecéaico entre
0 eixo do motor e 0 eixo da junta, implementado através de uma caxa de reducéo
constituida por duas engrenagens. uma aoplada @ eixo do motor, de raio r,, com Np,
dentes, que agona uma outra aoplada a eixo dajunta, de raio r, com N dentes, onde
Nm < N_. Considerando que os dentes das duas engrenagens possiem aproximadamente
0 mesmo tamanho, 0s raios da engrenagens s proporcionais ap nimero de dentes das
mesmas.



Figura’5.13. Acoplamento mecénico entre 0 motor e 0 eixo dajunta.
Nestas condicdes, devido ao acoplamento mecéaico, o arco de drculo percorrido por
um dente da engrenagem do eixo do rotor é igual ao arco percorrido por um dente da
engrenagem do eixo dajunta, ou sgja:
rm.em = r|_.9|_
Como 0s raios dasengrenagens so proporcionais a0 nimero de derntes s mesras,
Nm.em = N|_.9|_
Definindo arelacé® de engreragens como “K, = Ni/N, temos:
9|_ = LKm.em
Onde “K, < 1, portanto, o eixo do motor gira mais do que o eixo da junta. Derivando a
expressio adma, obtemos a relacé entre avelocidade do eixo da junta e avelocidade
do motor, bem como entre a acéerac@® do motor e a acéeracd® da junta:
d6/dt = “Kp.dB/dt
d’6L/dt* = “Kp.dBpy/dit?

O torque resistente imposto no eixo da junta pela caga, 1., € funcé da inércia da
mesma e do atrito nosmarncds dajunta. Assm , modelaremos T, como:

L = 1L.0°8,/dt® + Ko .dB /it
De forma andloga, O torque resistente imposto no eixo do motor pelo proprio rotor, T,
é funcdo da inércia do mesmo e do atrito nos sus mancas. Assm, modelaremos Tm,

como.

T = | 1. 020,/dt? + K 4.0, /dlt



O torque resistente introduzido pela caga no eixo da junta, T, € transmitido pela caxa
de reducéo para o eixo do motor, resultando no torque da caga referido ao eixo do
motor, "t.. Desprezando as perdas de energia mecanica nas engrenagens, o trabalho
exercido no eixo dajuntadeve ser igual ao trabalho exercido no eixo do rotor. Assm:

Gm.mn_ = eL.TL

Substituindo 6, por “K.8m, temos:

em.mTL = LKm.em.TL

O m'l'|_ = LKm.TL

Ou sga, para exercer um torque devado no eixo da junta, 0 motor precisa desenvolver
um torque "'t pequeno, graca a reducéo mecéanica Por outro lado, o rotor predsagirar
mais rapido do que o eixo da junta, na proporcao inversa an que o torque éreduzido. O
motor deve desenvolver um torque détrico cgpaz de vencer ndo sO 0 torque resistente
introduzido pela caga, mas também o torque resistente introduzido pelo proprio rotor.
Assm:

Te: Tm + mTL = Tm + LKm.TL

Substituindo as expresespara T, € T, temos.

Te = | m.0%0/dt? + Kam.dB/dt + “Ki.(1L.d%0/dt? + Ko .6, /dit)

Substituindo a velocidade e a acéerac® da junta pela velocidade e ackrac®
correspondente no eixo do rotor, (obtidas através darelacé® de engreragens), temos:

Te = | m.0%0/at? + Kam.dB/dt + “Kin. (105K . 020,/dt? + Ko -Km.dB/dt)
0 Te= I m.d%0m/dt? + Kam.dOn/dt + ("Kim)2.(1L.020/dt? + Ko .dB,/dt)
Na epressio adma, percebe-se que os efeitos dindmicos da caga sdo reduzidos pelo
quadrado da relac@® de engrenagens, quando referidos ao eixo do motor. Definindo a
inércia efetiva dajunta eo coeficiente de atrito efetivo como, respedivamente:
e=Im+ ("Km)2 I
Kae = Kam + ("Km)%.Ka
entdo, o torque elétrico desenvolvido peo motor deve srigual a
Te = o 0?B/dt® + K oe.dB/dt

Tomando a transformada de Laplacedo modelo elétrico e do modelo mecéanico dajunta,
temos:



ia(s) =[Va(s) —sKe.b(s)]/[Ra+ s.La

TdS) = S.1e.0m(S) + SKae.Om(S) = [S.le + S.K ] .Om(S)

Como otorgue détrico desenvolvido pelo motor € proporcional a wrrente de amadura,
T(S) = Kt.ia(s), temos que afuncdo de transferéncia en melha eerta do sistema édada
por:

Bm(3)/Va(s) = Kt/(J(l e.La)S + (LaKatRale)s + (RaK.Kt.Ke)])

Como a mnstante de tempo elétrica € muito menor do que a onstante de tempo
mecanica do sistema, o efeito indutivo introduzido pela indutancia La geramente pode
ser desprezado. Asdm, afuncéo de transferéncia € amplificada pra:

Bm(9)/Va(s) = Kt/(J(Rale)s + (RaKa.Kt.Ke)])

O Bm(9)/Va(s) = Km/(J(Tm).s+ 1])

onde afuncdo de transferéncia goresenta um polo na origem e outro em s = -1/Tm,
sendo a onstante de ganho do motor, Km, e a onstante de tempo do motor Tm, dadas
respedivamente por:

Km = Kt/(Ra.K . Kt.Ke)

Tm = Rald(RaKga.Kt.Ke)

Como a saida medida geramente é oanguo dajunta 6., de forma equvalente, temos:

BL(3)/Va(s) = "Km.Kt/((Ralys+ (RaKaKt.Ke)])

A figura5.14 mostra o diagrama de blocos da funcéo de transferénciaem maha derta.

Va(s) Kt Te(Sl 1 s.em(s)‘ 'K, B.(s)
_:O_> (Las+Ra) (le.5+Kad s [T

L —=

Figura5.14. Funcéo de transferéncia em maha dertade uma junta do robé.




Controleindependente dejunta por r ealimentacéo PD:

Para implementar o controle de posicédo da junta, utilizaremos uma smples
redimentacd proporcional-derivativa (PD):

Va(t) = [Kp.(BL* (1) - 6L()) + Kp.( dBL* (t)/dt - dBL(t)/dt)]/("Krm)
O Vat) = [Kp.e(t) + Kp.de(t)/dt]/(*Km)

onde o ganho proporcional Kp e 0 ganho derivativo Kp sdo positivos e devem ser
projetados de modo a que o erro de rasteio de trajetoria, e(t) = 6.*(t) - 6.(t), convirja
para z&o quando otempo t tende ainfinito. Expressando a lei de mntrole no dominio
datransformada de Laplace temos.

Va(s) = [Ke + Ko.5.&(9)/("Km)

A figura 5.15 mostra o diagrama de blocos da funcéo de transferéncia do sistema an
malha fechada usando o controlador PD descrito adma. Na figura, foi introduzido o
torque de perturbac®, Tp(S), para descrever efeitos dindmicos ndo modelados. Estas
perturbagdes envolvem as rea@es inerciais, coriolis, centrifugas, gravitadonais e de
atrito devidas ao acoplamento mecénico com as outras juntas do manipulador. Espera-se
gue etas reades sjam razavelmente denuadas pela reducddo mecaica introduzida
pelas engrenagens.
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Figura5.15. Funcéo de transferéncia em mdha fechada com redimentacé PD.

Asdm, a funcédo de transferéncia en malha fechada entre entrada e saida, considerando
aperturbacé 1p(s) igual azero, € dadgor:

0L(9)/ 6.*(9) = [(Kt.Kp).s+ (Kt.Kp)/[(Ralg).8 + (RaKat+Kt.Ke+Kt.Kp).s+ (Kt.Kp)]

Verificase que afuncd de transferéncia adma representa um sistema de Segunda
ordem com um zeo em s = -Kp/Kp. De forma andloga, a funcéo de transferéncia em
malha fechada entre perturbac® e saida, considerando a entrada 6.*(s) igual a zeo, é
dada por:

BL(3)/ Te(S) = [-"Km.Ral/[(Rale).§* + (RaKetKt.Ke+Kt.Kp).s+ (Kt.Kp)]



Do denominador das fungdes de transferéncia adma, comparando com um sistema de
segunda ordem padrdo, verificamos que a fregiéncia natural e o coeficiente de
amorteamento podem ser obtidos a partir das segunteiguddaces:

wr? = (Kt.Kp)/(Rale)
2.6.un = (RaKtKt.Ke+Kt.Kp)/(Rale)
A partir destas expreses, podemos escolher os ganhos do controlador de modo a

impor uma dindmica de segunda ordem espedficada por & e wy. Da primeira expressio,
temos:

Kp= (Raletr?)/Kt >0

Da segunda expressio e utilizando o valor de Kp obtido adma, para um coeficiente de
amorteamento & = 1, (sistema criticamente amorteddo ou sobre-amorteado), temos.

£ = [RaKa+Kt.Ke+Kt.Kp]/[2.(Kt.Kp.Raly) ] = 1

0 Kp 2 [2.(Kt.Kp.Ralg)¥ - RaKae - Kt.Ke]/Kt

Um limite superior para o ganho Kp pode ser obtido se for imposta dguma restricéo
adicional, como, por exemplo, aregeicdo a vibragdes mecaicas. Tal tipo de fenbmeno
ocorre devido a que os componentes mecanicos, idedmente rigidos, sempre gresentam
algum grau de flexibilidade. Se mnsiderar-mos que o eixo da junta ndo é totalmente

rigido, caraderizado por um coeficiente de durezaKgy,, entdo, um torque restaurador
proporcional ao deslocamento angular da junta se opora ao torqueinercid. Assm:

l.d%0,/dt? + Kgyr.Om =0

Tomando a transformada de Laplacedesta expressio, obtemos a ejuacéd® caraderistica
gue descreve o comportamento ndo rigido dajunta:

Ie-SZ + Kaur =0

A raiz positiva desta equac@® nos fornece afrequéncia de ressonancia mecaiica da
junta, wy:

W= (Kdurlle)ll2

onde verificamos que a freqiéncia de resonancia mecéiica diminui quando a caga,
representada pelo momento de inércia l,, aumenta. Para ndo excitar oscilagdes
mecanicas naturais, recomenda-se que w, sgja escolhida, no minimo, menor do que a
metade de wy. AsIm, os ganhos Kp e Kp devem serescolhidos dentro doslimites:

0 < Kp < (Ralew?)/(4.Kt)

Kb = (Raley - RaKg - Kt.Ke)/Kt



Err o em regime permanente:

O erro de rasteio de trgjetdria no dominio da transformada de Laplacepode ser obtido a
partir do diagrama de blocos do sistema em méha fechada:

&(s) = 6.*(s) - 6L(s) = N(s)/D(s)

onde,

N(S) = [(Rale).& + (RaKatKt.Ke).5.8,*(9) + [Km.Ral.Tp(S)
D(s) = [(Rale).§* + (RaKatKt.Ke+Kt.Kp).s+ (Kt.Kp)]

Considerando uma entrada em degrau, 8.*(s) = A/s, 0 erro em regime permanente, ey,
pode ser obtido através do teorema do valor final:

&p = lims_o(s.&(9) = lims_. o[(s."Km.Ra.1p(5))/D(9)]

Considerando que o torque de perturbagdes pode ser modelado como uma soma de
rea@es coriolis, centrifugas, gravitadonais e outras, temos:

Tp(t) = 1c(t) + Ta(t) + 1o
onde 1o € um limite superior absoluto para perturbagdes correspondentes a rea@es ndo

modeladas. Normalmente, 1o € pequeno em relacd as outras rea@es. Assm, tomando a
transformada de Laplaceda expressioacimg, obtemos:

Tr(S) = 1c(9) + Te(9) + TolS

Substituindo esta expres$io no erro de regime permaneite, temos:

& = liMs_o[(s KmRa(Tc(8) + Ta(9) + T0/9)/D(9)]

Em controle de posicéo, 1¢(t) tende a zeo quando t tende ainfinito, visto que éfuncéo
das velocidades a0 quadrado. Assm, se os torques gravitadonais forem compensados,
temos:

&p = "KmRaTo/(Kt.Kp)

Como 1o geralmente épequeno e Kp pode ser escolhido razoavelmente grande, o erro de
regime permanente resultante é bestante reduwzido.



5.4. Controle de Esforcos:

Em tarefas nas quais a ferramenta do rob6 manipulador entra en contato com
objetos presentes no espago de trabalho, o uso de wntrole de posi¢céo puro pode ndo ser
adequado. Por exemplo, na tarefa de polir uma superficie, pequenos erros de posicéo na
direcd® ortogonal a superficie podem resultar em perda de ontato da ferramenta mm a
mesma. Claramente, algum controle de for¢a na direcé® ortogonal é requerido de modo
a garantir que um contato adequado sgja mantido, enquanto a posicéd ao longo da
superficie é controlada

Referencial de Tarefa:

Um Referencial de Tarefa {T} € definido de forma aque atarefa aser redizada
possa ser fadlmente descrita no mesmo. O referencial de tarefa € um sistema de
coordenadas ortogonal, tal que, a cada instante e @ longo de cala éxo, a tarefa possa
ser descrita exclusvamente cmo um problema de controle de trajetéria ou de esforco.
Assm, ao longo dos eixos em que se rediza @ntrole de trajetéria ndo se pode controlar
simultaneamente o esforgo e vice-versa. Esta dualidade pode ser expressa an termos de
Restricdes Naturais e Restricbes Artificiais. A figura 5.16 mostra & restricdes naturais e
artificiais para a tarefa deinserir um gno em um furo cilindrico.

Restricles Restricles
Naturais Artificiais A
V=0 f,=0 e
vy =0 f,=0 :
f,=0 v;=0 > YT
w, =0 =0 x*
w =0 ,=0
,=0 w,=0 D

Figura5.16. Restrigbes naturais e artificiais na tarefa deinserir um pno em um furo.

Controle passvo deimpedancia mednica:

Para exeautar tarefas espedficas, alguns sstemas redizam o controle de forca
através de smples componentes mecédicos passvos, (molas e anortecedores),
aooplados a ferramenta, de modo a produzir diferentes durezas nos diferentes eixos de
movimento, de a®rdo com atarefa aser redizada. A garra aom centro de complacéncia
remoto (remote center compliance) € um exemplo deste tipo de mecanismos passvos
para @ntrole de for¢as, usado para tarefas de inser¢éo de pinos. Neste sistema, através
do uso apropriado de molas e amorteceadores, impde-se um centro de cmplacécia
remoto na ponta do pino. O centro de complacécia éum ponto do mecanismo tal que
uma forca glicada no mesmo causa genas uma trandac@® pura, enquanto que um
torque @licado nese ponto causa genas uma rotac®d pura Um centro de
complacéncia remoto representa um ponto naturalmente adequado para definir a origem
do referencial de tarefa.



Os eementos passvos acmplados a garra produzem um grau de dureza(ou, de
forma eguivalente, o seu inverso, um grau de cmplacécia), em cada direcd®d de
movimento, de forma que, dado um esforco generdlizado F aplicado na ponta da
ferramenta, a locdizac® da mesma, X, sofrera um desvio da locdizac® espedficada
X*, que é dalo por:

AX =X* - X =K.F

onde K é uma matriz diagonal, para aqua cada demento da diagona K; é imposto
pelos elementos mecaiicos passvos de modo a implementar uma maior ou menor
durezanadirec@® correspondente, (Ki = Kquro OU Ki = Kmgle), de acordo com a tarefa

Sistemas deste tipo sdo relativamente baratos e goresentam resposta rapida. Por
outro lado, estes esquemas pecan pela sua pouca versatili dade esua glicac® € restrita
a tarefas espedficas. Para cala tarefa diferente deve-se mudar o hardware mecéico
correspondente.

Controle ativo deimpedancia medinica:

Os sstemas de ntrole aivo permitem nodificae a impedancia mecaiica
apresentada pela garra an contato com um objeto através da imposicdo de uma
adegquada durezanas juntas (ou, de forma ejuivalente, seu inverso, a mmplacécia de
juntas), por meio dos srvocontroladores das mesmas. Pelo fato da impedancia
mecanicada garra poder ser imposta dravés do software de antrole das juntas do robd,
estes esquemas €0 muito mais flexiveis do que aueles baseados em componentes
mecanicos passvos. Se atarefa é mudada, em lugar de dterar o hardware da garra,
basta dtera os ganhos do controlador, adeq@ando-os a novatarefa.

Controlede Dureza:

Considere o problema de impor, por software, uma dureza desgada na
ferramenta do robd. O comportamento elastico desgado pode ser descrito por uma
Matriz de Durezg K*, expressa an espaq de tarefa. Seja alocdizac@® da ferramenta
dada por um vetor de manipulac@® X. O esforco restaurador F a ser gerado pela garra
em resposta a um pequeno dedocamento AX = X* - X em relac® a locdizac®d
desgjada X*, é dada por:

F=-K*.AX

Lembrando que arelac® entre esforcos em espag de juntas e esforcos em espaQ
catesiano e arelac® entre pequenos deslocamentos de juntas e seus correspondentes
deslocamentos cartesianos sdo:

1=JF

AX = JAq



onde J = Jq) € o jambiano e Aq = g* - q € 0 pequeno dedocamento de juntas
correspondente aAX.. Entdo, temos que o vetor de esforcos de juntas correspondente a
F é dado por:

1=-J.K*.JAq
A lei de mntrole de forca por impedancia diva descrita por esta epressio é

denominada Controle de Durezaou Controle de Complacéncia. (A inversa da matriz de
durezaé chamada de Matriz de Complacéncia).

Controle deimpedancia mednica

O controle aivo de impedancia mecaiica éum esquema de ontrole de esforcos,
baseado em redimentacd® de forcas e wnjugados através de sensores locdizados na
garra, dém de sensores de posicdn. A lel de ontrole fornece o valor dos esforcos
aplicados pelos atuadores de junta de modo a garantir uma impedancia mecaica
espedficada para agarra an contato com um objeto do espago de trabalho, conforme
mostraafigura5.17.

T
Controlador
de Esforcos

t fx | TNE

Manpulador + Meio Externo

Figura’5.18. Controle ativo deimpedarcia mecéaica

Neste esquema, espedficase uma dada impedancia mecéiica desgjada para o
contato entre agarra eo objeto manipulado. Assm, em malha fechada, desgja-se que o
sistema congtituido pelo robd e o objeto manipulado apresente uma resposta dinamica

M*.d?X/dt? + D*.d(X*-X)/dt + K*(X*-X) = F
onde:

F = esforco externo sobre a carra.

M* = Inércia espedficada jara o sistema en malhafechada

D* = Amorteamento espedficado para o sistemaem méaha fechaca
K* = Durezaespedficada jara o sistema en malhafedada

As matrizes M*, D* e K* s80 smétricas e ndo negativas definidas. Uma escolha
simples é faze as matrizes diagonais, com os elementos da diagonal espedficados de
modo a levar em conta & diregdes para & quais ® desgja uma dta ou baixa impedancia
mecaiica



Uma lel de controle cgaz de impor a dindmica de malha fechada desgjada pode
ser derivada de forma semelhante a esquema de ontrole de posicéo por torque
computado, incluindo compensacd® do modelo dinamico e redimentac& proporcional
derivativa. Para desenvolver esta lel de @ntrole, é necessrio expressar 0 modelo
dindmico em espag cartesiano. O modelo dindmico do robd em espag de juntas,
levando em conta o esforco externo F sobre a carra, € dalo por:

T+ J0q)".F = M(q).d’g/dt* + Tr(q,dg/dt)

onde, para smplificar a notac®, as rea@es coriolis, centrifugas, gravitadonais e de
atrito foram agrupadas no vetor:

Tr(9,dg/dt) = 1c(q,dg/dt) + Te(q) + TR(dg/d)

Multiplicando a equac@® de dindmica inversa pela inversa da matriz de jambiano,
(X)), e expressando as acderagies de juntas em func@ das acderagdes em espag
cartesiano, (d“g/dt? = J(q)>.[d?X/dt* - dJ(g)/dt.dq/dt]), temos a representacé equivalente
em espaQ cartesiano da dindmicado manipulador:

(X)) "1+ F = Mx(0).d*X/dt + Tre(q,do/c)

onde:

Mx(@) = (@) ") *M(a). (X))™

Trx(q,do/dt) = (J(0) ). Tr(,defdt) — Mx(q).dX(a)/dt.doyct

A le de mntrole de eforcos baseada en compensacd® do modelo dindmico e
redimentacd PD é dada por:

T = 3" [Trx = Mx.(M*) ™1 (D*.d(X*-X)/dt + K* (X*-X)) +( Mx.(M*)™? =1).F]

Onde os argumentos das funcdes foram omitidos para smplificar a notac&®. Pode-se
fadimente verificae que, em nmelha fechada, esta lei de ntrole impde a impedancia
dindmica desgjada, espedficada por M*, D* e K*. Se ndo for requerido que M* sgja
diagona e mnstante, pode-se fazg M* = Mx(q). Desta forma, a lel de ntrole é
smplificada para

T = TR — M.JL.d)(g)/dt.dg/dt — J".[D*.d(X*-X)/dt + K*(X*-X) - (Ktg—1).F]

onde a matriz diagona de ganhos positivos Kiq foi introduzida para compensar a
impossbilidade de desamplar Mx(qg). Por exemplo, pode-se impor uma impedancia
mecaica grande (pequena) em uma determinada direcd® estabelecendo um valor
pequeno (grande) para o elemento correspondente da diagonal de K. Esta lel de
controle impde a gunte dindmica e maha fechaca:

Myx.d?X/dt? + D*.d(X*-X)/dt + K* (X*-X) = Ktq.F



Em baixas velocidades, as rea@es coriolis, centrifugas e de drito componentes do vetor
Trx SA0 pequenas e podem ser desprezalas. Nestas condigbes, apenas as reages
gravitadonais predominam em Trx. Se 0S termos proporcionais a velocidade forem
desprezalos, alei de controle ésimplificada para:

T == JW[D*.d(X*-X)/dt + K*(X*-X) - (Ktg—1).F]
que mnsiste an uma smples lei de redimentacé linea de posi¢éo, velocidade eforga,
cujo desempenho em melha fedhada vai depender das rea@es gravitadonais, as quais

introduzem um acplamento ndo linea consideravel.

Se nesta lel de @ntrole smplificada fizermos ainda D* = 0 e K¢g = |, lembrando que
para AX pegueno podemos aproximar AX = J.Aq, alei de controlefica edwidaa:

1=-J.K*.JAq
gue é alei de Controle de Durezadescrita anteriormente.

Controle Hibrido de Esforco e Posicao:

Em determinadas tarefas é necessario que o manipulador se desloque enquanto a
garra glica um esforgo sobre dgum objeto do espag de trabalho, (por exemplo: ao
lixar ou polir uma superficie, a0 cortar uma pec¢a etc.). Assm, ao longo de cetas
diregdes é necessrio implementar o controle de posicép, enquanto que para outras
diregdes deve se ontrolar o esforgo aplicado pela ferramenta sobre apeca No esgquema
de ontrole hibrido mostrado na figura abaixo, a matriz de restricbes S e 0 seu
complemento (I — S) implementam o chaveanento dos snais de wntrole nas diferentes
diregdes de trandacé e rotacd, implementando o controle hibrido.
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Figura’5.19. Controle hibrido de esforco e posi¢éo.




