4. ESTATICA E DINAMICA

Neste caitulo abordamos a relacd® entre o movimento do robé manipulador e
0s esforcos correspondentes que o produzem. Inicialmente analisamos as relagdes entre
esforcos estaticos, ou sga, com o manipulador parado. Em particular, descrevemos o
mapeanento entre os esforgos na ferramenta, (espedaficados em espago cartesiano), e 0s
esforgos correspondentes aplicados pelos atuadores nas juntas. Como veremos adiante,
existe uma dudidade entre este problema eo problema do mapeamento de velocidades
entre espag catesano e epa de juntas, abordado previamente. Assm, o
mapeamento entre esforcos estaticos € definido através da matriz jacbiana do robd, de
forma ard oga ao que omrre no mapeanento entre ve ocidacks.

A resposta dindmica do robd, ou sga, a trajetdria descrita pelo mesmo em
funcéo dos esforcos aplicados nas juntas, depende das caraderisticas estruturais do
mesmo, as quais podem ser quantificadas através de pardmetros cineméticos e de
parametros dinamicos. Os primeiros foram discutidos no Capitulo 2, de modo que neste
capitulo definiremos os parametros dindmicos, que descrevem de forma quantitativa
como a massa esté distribuida nos € os que compdem o manipu ador.

O problema de Dinamica Inversa, ligado diretamente ab problema de controle do
manipulador, consiste em determinar os esforcos nos atuadores, dadas a acéeragdes,
velocidades e posicbes das juntas correspondentes. Mostraremos como resolver este
problema dravés do agoritmo reaursvo Newton-Euler. O problema de Dinémica
Direta, fundamental em aplicagdes que envolvem a simulacd® dindmica do robd
manipulador, consiste an determinar a resposta dinAmicado mesmo, ou sgja a &olucéo
temporal das posicoes e velocidades das juntas em funcéo dos esforcos aplicados pelos
atuadores. Veremos que a dindmica do robd € descrita por um sistema de equagdes
diferenciais de Segunda ordem, ndo lineaes e ampladas, que tornam extremamente
complexo o seucontrole.

4.1. Estética:

Equilibrio de Esforcos Estaticos em um Elo:

Considere um manipulador cuja ferramenta esta estética, (sem se movimentar),
exercendo esforgos (forcas/conjugados) sobre um objeto no espag de trabalho. Estes
esforcos s80 devidos a esforcos correspondentes aplicados pelos atuadores diretamente
nas juntas. De modo andlogo, quando determinados esforcos externos o aplicados
sobre aferramenta, estes ® propagam ao longo da estrutura do robd até abase do
mMesmo, exceto no eixo das juntas, onde os atuadores devem gerar esforcos resistentes
adequados para manter o manipulador estético.

Para uma junta i, definimos 1; como o esforco aplicado pelo atuador da mesma.
Se ajuntai for rotadonal, T; € 0 torque aplicado pd o seuatuador em torno do exo z. Se
a junta i for prismética 1; é aforca glicada pelo seu atuador ao longo do eixo z.
Definimos o vetor f; = [fx fyi f4]" como o vetor 3x1 de forgas fy;, fyi ef4, a0 longo dos
exos X, Yi e Z, respedivamente, aplicadas pelo elo {i-1} sobre o €o ({i}.
Analogamente, definimos o vetor n = [Ny Ny n4]' como o vetor 3x1 de mnjugados
Ny, Nyi, Nz, €M torno dos eixos x;, yi € z, respedivamente, aplicados pelo elo {i-1} sobre
oelo{i}.



Em uma situac® de auilibrio estatico, os esforcos fi+1 e ni.; aplicados pelo elo
{i} sobre o elo {i+1} correspondem, pela Lel de Acéo e Reac®, a esforcos de mesmo
modulo, mas entido contrario, aplicados pelo elo {i+1} sobre o elo {i}, conforme o
diagramade corpo livremostrado nafigura éaxo.

Figura4.1. Diagrama de corpolivre paraum do {i } emequilibrio estatico.

Assm, para o corpo livre mostrado na figura a@ma, temos os guintes balancos
deforgas e conjugados (expressa no referercid dodo{i}):

Balanco de forcas: =1 =0
Balanco de Conjugados: 'n —"nivs = 'PaXfisa = 0

Expressando forcas e mnjugados no seu préprio referencial de do, temos as eguintes
eguagdes reaursivas.

't = Rivs. i
iI’]i = iRi+1-i+l|']i+1 + iI:)i+1><(iRi+1-i+lfi+1) D ini = iRi+1-i+lni+1 + [iPi+1x] -iRi+1-i+lfi+1

Se ajuntai for rotadonal, para resistir a cmponente de mnjugado n; em torno do eixo
zZ;, 0 atuador correspondente deve gerar um torque motor que equili bre n:

Ti=ny O i='z")n  (juntai rotadonal)

Se ajuntai for prismética, pararesistir a componente de forcaf,; ao longo do eixo z, o
atuador correspondente deve gerar um torgque motor que equili bref 4:

Ti = fy O =z (juntai prismética)

A partir das equagdes adma, conhecendo os esforcos aplicados na garra, " 'ny.1 e
N*lf\+1, € posdvel determinar reaursivamente, da ferramenta para abase, os esforcos
correspondentes que devem ser aplicados pelos atuadores nas juntas para manter o brag
em equilibrio.



Exemplo: dado o manipulador articulado planar de dois graus de liberdade
mostrado na figura daixo, determine os torques que devem ser aplicados pelos
atuadores nas juntas para equili brar umaforcaaplicadanagarra igl a 3 = [f, fy .
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Figura4.2. Esforcos em robd planar com dois graus de liberdade.

As condi¢cfes iniciais para asequacdes reaurdvassao:

3n3,:[0 0 qT
¥.=[f f, O

,="Ra3=[fx fy, Q
an — 2R3.3n3 + [2P3x] .2R3.3f3 — [0 0 (LZ-fy)]T

1= R = [(Cofe- 2fy) (S2fx+cafy) O
= R.Zmp + [PPox] MR, = [0 O Cafy + La(s2fx + CZ-fy))]T

Como asjuntas 1 e 2 sdo rotadonais, temos.

T = 121T.1n1 = (L]_Sz)fx + (Ll.Cz + Lz).fy
1= ZZZT.ZI’IZ = Lz.fy

ou, em forma matricial:

T, | = (Li.s) (Lico+Lyp) o
T2 0 Lz fy
Note que amatriz adma é eatamente igual a transposta da matriz jambiana
3)q), conforme foi determinada no capitulo anterior. Note também que, enquanto a
componente de forca fy, igua a 3fy3, produz conjugado sobre & juntas 1 e 2, a
componente de forcafy, igual a f,s, ndo produz conjugado sobre ajunta 2, visto que sua
linha de ac® passa pela origem do referencial {2} . Por outro lado, para 6, diferente de

zeo, esta componente se propaga pela estrutura, produzindo um conjugado em torno da
juntal, o qual deve ser equili brado pelo torque dajunta, 1;.



Esforcos Generalizados:

Visando obter expreses mais compadas e facas de manipular, vamos escrever as
equagdes reaursivas de equili brio estético em formam atricial.

i_ni = R [ PuX] 'Rt |- i_+lni+1
i 0 'Rir1 i

Definimos, em espago cartesiano, o vetor 6x1 de esforcos generalizados, 'F;, aplicados
pelo elo (i-1} sobre o elo {i}, como:

iFi — [iniT ifiT]T

Assm, aexpressio matricial adma pode ser expressa de forma compact como:

'Fi = "Liss.Fina

Considerando que, se ajuntai for rotadonal, o esforgo na mesma éigua at; = 'z n e
se ajuntai for prismética 1 = 'z'.';, podemos expressar T; em fungéo dos esforgos
generalizados utili zando amascarade junta 'Z;:

T = iZiT.iFi

lembrando que'Zi=[0 0 1 0 0 P se ajuntai for rotadonal e'zi=[0 0 0 0 O Il
seajuntai for prismatica

Paraum robd de N juntas atuadas, definimos T, vetor Nx1 de esforcos de junta, como:
T=[11 T2 ... Tn]"

Resolvendo sucessvamente os esforgcos de do, partindo da ferramenta, podemos
cdcular T em fungéo dos esforco generalizados sobre aferramerta, V.,

“En = Mner e

NEes = MG VA = M M P = M N e

e _ 1 2= _1 2 N-l, N N+1 _1 N+1
F]_— Lz. Fz— Lz. L3. P LN. LN+1- FN+1— LN+1- FN+1

_ N> TN _No TN N+1
0 InN= 2N . FN= 2N LNtz Fner
_ N1 TNg _ Nd> TN N+1
TN1= ZN1 - FN= 2N ez TFne

11="2,"F =12 eV R
O =2 e M e) e (V20" N e N ) (V2T M N )]

0 1= [N+1|_1llzl N 27, N+1LNlNZN]T.N+1FN+l — N+1J(q)T.N+lFN+l



Conservacdo de Poténcia:

Na expressio adma, verificamos que os esforcos na ferramenta sdo mapeados
nos esforcos de junta dravés da transposta da matriz jacobiana. Podemos verificar esta
mesma relacd® a partir do principio da mnservac@® de poténcia. Se mnsideramos um
mecanismo ided, onde ndo ha perdas na transmissio de poténcia dos atuadores de junta
para a ferramenta, entdo, a poténcia consumida pelos atuadores deve ser igual a poténcia
transferida a caiga pela ferramenta, ou sgja:

T'.do/dt = "Fner "V ss
Lembrando que °Vn:1 = °X(q).dg/dt, podemos escrever:
T'.dg/dt = Fuer" Va1 = O .2(q).dg/dt O T = "Ryt ".2X(Q)

O 1= OJ(q)TOFNﬂ

Os esforgos generalizados na ferramenta podem ser expresns no Seu
proprio referencial através de:

" = R0 %P O Frer =V R]0 N e = TRl N e
Lembrando que °J(q) = [R]n:1."2J(q), entdo, podemos expressio a relac®d
entre esforcos de junta e e&forcos cartesianos no referencial da ferramenta
{N+1}:

1= °%0) o1 = ([RIne2 HD)) " C[RIne1. N Fen)

1= N+1J(q)T.O[ R] N+1T-0[ R] N+1-N+1FN+1 — N+1\J(q)T-N+lFN+1

Note que a apressio adma € eatamente igual aquela derivada
anteriormente a partir dasequacdes reaursivas de esforgcos generalizados

Singularidades:

De forma andloga @ que ocorre no mapeamento entre velocidades, a relacé®
entre esfor¢cos em espago cartesiano e an espaqo de juntas depende da matriz jaabiana,
a qua é funcdo da onfiguracd corrente do manipulador, g. Assm, podem existir
configuragdes espedficas para & quais ndo é posdve redizar 0 mapeanento inverso,
que epressa os esforcos na ferramenta en funcéo dos esforcos nas juntas. Este
mapeanento pode ser obtido a partir do mapeamento direto:

=" MR 0 VRX(@).r="130).N Q) N e

0 MRee= 0T (0) T



No caso particular em que 0 nimero de juntas atuadas € igual a0 nimero de graus de
liberdade em espaqo cartesiano, 0 a matriz jambiana équadrada (NxN) e, se for de rank
completo, podera ser invertida. Assm:

N+1FN+1 — [N+1J(Q)T]_1.T

Observe que se, para uma dada @nfiguracé® g, a matriz " ~J(q)" for singuar, ndo
poderemos expressr Py em funcd de 1. As configuragdes para &
guais isto acntece sdo chamadas de singuaridades do mecaiismo e séo
iguais as configuragdes snguares que ocorrem no mapeanento entre
velocidades. Assm, as configuragdes singulares sdo:

0 conjunto de configuracéessingulares = {q / det(J(q) ') = 0}

Como ja vimos no caso do mapeamento entre velocidades, as sngularidades
podem ocorrer nos limites do espag de trabalho, (com o brag estendido), ou no
interior do espago de trabalho, (geramente devidas ao ainhamento de dois ou mais
eixos de juntas). Numa singularidade, o manipulador perde um ou mais graus de
liberdade em espaq cartesiano. Neste cao, existirdo diregdes ao longo das quais a
estrutura do manipulador pode resstir a qualquer esforco externo aplicado na
ferramenta, independente do seu valor. Visto de outra maneira, nesss diregies, 0
manipulador é capaz @ exercer o maior esforco com a siaferramenta:

N+1FN+1 — [N+1J(q)T] -l.T o
Exemplo: cdcule os esforcos na ferramenta en funcéo dos torques de junta e
determine & sngularidades do mecaiismo para o manipulador articulado planar de dois

graus de liberdade.

No exemplo anterior determinamos 0 mapeamento direto:
T, | = (Lise)  (Lica+Llo) 1 fx
Tz 0 L2 fy
Invertendo 3J(q)", temos:
fx = 1/( Llesen(Gz)) L, -(L]_.Cz + Lz) J T
fy 0 (L1%) T2

Assinguaridadessdo configuragdespara & quas det(*Jq)") = 0. Assm:

det(*J(q)") = det [ Lise (LiCtl2) | =LiLo.sen(By)
0 L,

Ou sga, 0 mecalismo esta en uma onfiguracd® singular se Li.L,.sen(B2) = 0, que
corresponde a 6, = k..1t, com k inteiro. Podemos verificar que:



* kpar [0 bragp completamente esticado: singularidade no limite do
espaq de trabalho.
e kimpar [0 brag dobrado sobre s mesmo: singularidade no interior do
espaq de trabalho.
Como era de esperar, as configuragdes sngulares obtidas coincidem com aquelas
obtidas para 0 mapeamento de velocidades do mesmo manipulador. Repare que na
singularidade (8, = O, por exemplo), temos:
fy = T]_/( L]_Sz) - (L]_.Cz + Lz).'l'z/( L]_.Lz.Sz) — 00
fy = Tz/l_z
Ou sga, por menores que sgam Ty € Tp, conseguem resistir a esforcos infinitos na
direcd axia da ferramenta. Observe que, na redidade, esta situac® é instavel.

Qualquer afastamento da singularidade ira solicitar torques nas juntas, 0s quais $rdo
maiores, quanto maior for fy.

4.2. Medidasde Distribuicdo de M assa:

M omentos:

Considere um corpo rigido de massa m e volume V, com um referencial { A} fixo nele.
Seja a funcd de densidade p = p(*P) = dm(*P)/dV, que descreve a quantidade
infinitesimal de massa dm que é ontida an um volume infinitesimal dV locdizado na
posicdd “P do corpo. Para caaderizar quantitativamente, de modo mais smples, a
maneira @mo a massaa esta distribuida no corpo, definem-se & sguintes medidas de
distribuicéo de massx

M omento de ordem 0 — massa do cor po:
A -0 — A —
m —_[V p("P).dV=m
Momento deordem 1 —massa x centro de massa do corpo:
Am® = [, AP.p(*P).dV = m*Pe
Onde, “Ps éaposicd do centro demassa do corpo expressano referencial { A} .
Momento de ordem 2 —tensor deinércia do corpo:
Am@ = j\, [APx].[*Px]".p("P).dV = fv [(*PTAP).I - (*PAPD].p("P).dV =

Onde, a matriz smétrica”l, de dimensdes 3x3, é o tensor de inércia do corpo expres
no referencial { A}.



Os elementos da diagonal de I s denominados momentos de inércia em torno dos
€IX0S Xa, Ya € Za, respedivamente:

Aa= Jv OR2+ P2 p("P).dV
Ay = v P2 +2P3).p("P).dv

M= fv (PE+ 7R3 .p(*P).aV

Os eementos fora da diagona de I, (desconsiderando o sina negativo), sdo
denominados produtos de inércia em relac® aos pares de @xos (Xa,ya), (Ya.za),
(za,Xn), respedivamente:

Ay =-fv (OPAR).p(P) .V
A _J' An A A
y=-Jv (*R,2P.).p(*P).0V

A=<y CPAR).p(P).dV

Teorema dos eixos paralelos (T eorema de Steiner) :

Considere um corpo de massa m, cujo centro de massa esté locdizado na posicé “Pg
relativa aum referencial {U}. Sga { G} um referencial com origem no centro de massa
YPs do corpo e mm a mesma orientacé de {U}, de modo que os eixos de {G} sdo
paralelos aos eixos de { U} . Ent&o, o teorema dos eixos paralelos estabeleceque:

Ul =1+ m[Pex].['Pex]" = °I + m[("Pc"."Po).I - (“Pe."Pa")]

Exemplo: dado o paralelepipedo de densidade p constante edimensdes Ly, Ly e L,
mostrado na figura @aixo, determine asua mass, a posicé do seu centro de mass *Pg
em relacd® a um referencial { A} fixo na quina do paralelepipedo e o tensor de inércia
expres® em{A} eem um referercid {G} paradeloa{A}, com origem en”Pe.

AyA
Lx

L.

Ap AV Ly

> XA

Zp

Figura4.3. Distribuicéo de massaem um paralelepipedo.



m="m® = _[V p(*P).dV = p._[v dv=p.V=p.LlyL,

Am® :fv APp(*P).dV=p.[(Ly.L. LA (L.l L2  (LyL. LA2T

Mas, "Po="mPm O  *Pg=[LJ2 Ly/2 L,J2)"

A =Am@ = [, PP TPV = pfy [P [P T.av

+7)  -xy -X.Z
va yvx (D) -yz dv

-Z.X -2y (R

OA =

(LP+LA)B  -Lelyd  -LyLJ4
OA =m.| -LyLdd  (LAHLAB -LyLJ4
L.LJ4  -L.LjJ4  (LA+LP)/3

Al =S + m[*Pex].[*Pex]” O Cl =2 - m[*Pex].[*Pex]"
(Ly"+L)/12 0 0
0% =m. 0 (LA+L,A)/12 0
0 0 (LP+L,2)/12

4.3. Dinamica:

Equactes de movimento:

Um corpo rigido movimentando-se livremente no espago posaui seis graus de liberdade
de movimento, trés de posicéo e trés de orientacd®. AsIm, seis equagdes independentes
S80 necessrias para descrever 0 seu movimento. Considere um corpo rigido cuja
posicdd em relac@® a um referencial inercia {U}é descrita pelo vetor YPg ligando a
origem de {U} a origem do referencial { G} fixo no corpo e com origem no centro de
massa do mesmo. Considere um referencia { UG} paralelo a {U}, mas com a mesma
origem de {G}, (ou sga, no cettro de massa do corpo), conforme mostra afigura
abaixo. Asaumindo que o corpo rigido posaui um nomento linea M. e um nomento
angular M, entdo, o corpo é submetido a uma forca resultante externa “fg e aum
conjugado resultante ecterno em torno de {G} “ng dados pela Segunda Lei do
movimento de Newton:

Yfe = d(M_)/dt
Yng = d(M,)/dt
Asaumindo que a massdo corpo éconstarte eigud am, o momento linea &

M. = m.d("Pg)/dt = m."vg
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Figura4.4. Momentos e esforcos resultantesem um corpo rigido.
Assm, aforcaresultante sobre o corpo € dada pela Equacé de Newton:

Yfs = m.d3(YPg)/dt? = m.d(ve)/dt = m.%vg’

Considerando que “f¢ = “Re.%fc e “vs’ = YRe.Cve’, entdo, aequacé de Navton ro
referencia { G} fixo no corpo é dada por:

GfG =m. GVG’

Considere que o corpo gira @m uma velocidade angular “®ws = Yy, conforme
mostrado na figura aaixo. Seja dV o volume de uma particula infinitesimal do mesmo,
entdo, sua massa édada por dm = p.dV, onde p é adensidade da particula. Sejam “P o
vetor de posicép da particula en relac@® a{U}e Y°P o vetor de posicéo da particula em
relac®d a {UG}, tal que P = “Ps + YCP. A velocidade linea com que aparticula se
desloca en relag® ao eixo de rotac® é dada por d(“°P)/dt = “Cuwsx"°P. Entéo, o
momento angular da particulainfinitesimal é dado por:

dMa = Px{(p.V) d(*°P)] = "Px{(p.dV).(*cxx"°P)]

Ycu A

dv

Yu UCp

» XGU

*Zcu W5

Ps

;XU

Zy

Figura4.5. Rotaca de um corpo rigido.



Assm, o momento angular total do corpo pode ser obtido integrando dMa ao longo de
todo o volume V do mesmo:

Ma = _[v dMa :_[v YoPx(“Cupx"P).p.dv

0 M= (J-v [UGPX][UGPX]TlpldV).UGOb = UG UGy

Assm, o conjugado resultante externo sobre o @rpo rigido é dalo por:

Yne = d(Y°1."Cux)/dt

Como o referencial {UG} é paralelo ao referencial inercial {U}, o tensor de inércia U°l
ndo sera mnstante, variando de aordo com a orientacd® relativaentre {G} e {UG}. Por

outro lado, expressando 0 momento angular no referencial { G}, temos Ma = “Rg.°Ma,
ou ®Ma = “Re".Ma. Como “Cux = Yoxs = YRe.Cuxs, temos:

GMA — URGT.UGl -URG-G('QS — Gl -G("-b

onde I = ["Rs"."®I."R¢] é o tensor de inércia no referencial { G} . Expressando “®l em
funcéo de ©l, temos:

ue| — [URGlGllURGT]

Como o referercid {G} éfixo no corpo, ©I é um tensor constante. Assm,
Yne = d(Mp)/dt = d(VRs.°Ma)/dt = "Rs.d(®Ma)/dt + Yasx(YRs.CMa)

0 Yne = "Re.d(®l.Cux)/dt + (“Re.Cux)*(“Re.Cl.Cu)

0 Yne = "Re.[®1.d(Cox)/dt + Casx(®l.Cup)]

Mas, como “ng = YRe.®ng e d(®wy)/dt = ', temos:

GnG = G| .GOb, + GObx(Gl .GOb)

A expressio adma € aEquac® de Euler descrita no referencial { G}. Para representar a

Equacd de Euler no referencia {U}, é necessario converter a acéeraca® angular para
este sistema de e xos:

d(Yas)/dt = d(YRs.Cox)/dt = “Re.d(Cux)/dt + YusxVus = "Re.Coxs’
D UnG — URG.GI .G(}b’ + (U(}b)x(URG.Gl G(}b) —
0 UnG — URG.G| . URGTlUOba + (UOb)x(URG.Gl . URGT.UOb)

UGl

0 UnG — UGl .U(}b’ + (U().b)x( U(}b)



Acderacdodo centro de massa deum €lo:

Para glica as equagdes de movimento a um €lo {i} de um manipulador robdtico é
necessrio cdcular a forca eo conjugado resultante sobre o mesmo, 0s quais dependem
daacekracdoa qLe est submetido o centrode massa.

Como foi previamente deduzido, para trés referenciais moveis {A}, {B} e {C}, as
acderagdes relativas entre 0s mesmos sao dadss por:

AVC’ — AVB’ + ARB.dZ(BPCB)/dtZ + AO‘B’ X(ARB-BPCB) + A(}.BX(A(}.BXARB.BPCB) +
+ 2.(*uwxRg.d(®Pcg)/dt)

Fazendo a seguinte substituicéo: {0} — {A}, {i} - {B} e{Gi} - {C}, 'Psi — BPcs,
onde {Gi} e um referencial paralelo a{i} e cm origem no centro de massa do elo {i} e
'Psi €aposicao do centro de massaem relacéo a referercid {i }, temos,

OVGi’ — OVi’ + ORi.dz(iPQi)/dtz + O(oq’x(ORi-iPGi) + O(.QX(OOJXORi.iPGi) +
+ 2.(°wx°R;.d('Pg;)/dt)

Como iPGi € constante, as suasderivadas sdo nulas. Portanto:
OVGi’ — OVi’ + Oma x(oRi.iPGi) + O(.QX(OOJXORi.iPGi)

Multiplicando a expressio adma por °R;, podemos representar a acéerac® linea do
centro de massaem funcéo de vetoresexpressa no referercid {i } do préorio elo:

o' =i’ + '’ x'Pg; + 'wax(wax'Pg)
A velocidade angular do referencial {Gi} € igual a velocidade angular do referencial
{i}, umavezque ambos possiem a nesma orientaca. Assm:

‘=0 O'w='w

O(*bi’ -0

@ Ol ='w

Equilibrio de esfor cos dindmicos em um €o:

Em uma situac@ de euilibrio dindmico, um elo {i} de um manipulador sofre a
acd de uma forgaresultante externa 'fi e de um conjugado resultante externo 'ng; sobre
0 seu centro de massa {Gi}. O elo {i-1} exerce uma forca'f; e 'n; sobre o €lo {i}. Da
mesma forma, o elo {i} exerce os esforcos fi.1 e ni+1 sobre o elo {i+1}, os quais
correspondem, pela Lei de Acéo e Reacd, a esforcos de mesmo modulo, mas entido
contrério, aplicados pelo elo {i+1} sobre o €lo {i}, conforme o diagrama de wrpo livre
mostrado na figura aaixo. De aordo com esta figura, podemos estabelece os seguintes
balancos de forcas e conjugados (expressa no referercid dodo{i}):

Balanco de Conjugados: "N — 'Mis1 — ' Praax'fies = 'nei + 'Peix'fai

Balanco de forcas: 't — i1 = 'f



fai

Figura4.6. Diagramade corpolivre paraum €lo {i}.
Expressando os esforcos 'fi+1 e 'ni+1 no referencial {i+1}, temos:
' = 'Rire. it + ['PaaxX] Rise. i + 'ngi + ['Paix] o
'fi = Riss. sy + 'fo

Mas, das equagdes de Newton e Euler, usando a expressio da acéeraca do centro de
massa, temos:

inGi — GI -i(o'bi’ + i().bix(GiI -i(o'bi) — GI .i(.q’ + i(.qx(GiI I(}q)
o = mive’ =MLV’ + '’ x'Pgi + 'ax(wxPg)]

Substituindo estas expresbes dos esforcos resultantes nas equagdes de balanco de
forgas e conjugados, temos:

ini - iRi+1-i+_lni+l+ [iPHl).(].iRiﬂli+1fiﬂ+ qlli(}q, +imx(Gi|.im) +

+m;.['Peix].['vi" + '’ x'Pgi + 'ax(wx'Pg)]
'fi = 'Riss. Mivs + MW + '’ x'Pai + 'wx(0ax'Pg)]
As equagdes adma permitem computar reaursivamente os esforcos nos elos, partindo da
ferramenta ean direc® a base. Estas equagdes, junto com as equagdes reaursivas obtidas
para & velocidades e @& acderagdes dos elos, constituem o Algoritmo Reaursivo
Newton-Euler. Os esforcos T; correspondentes nas juntas podem ser fadlmente obtidos,
lembrando que, quando a junta i for rotadonal, o torque produzido pelo atuador devera
resistir a componente 'n; de 'n;, quando a juntai for prismética a for¢a produzida pelo
atuador deveraresistir a componente 'f,; de 'fi. Assm:

Ti=ny O i='z")n  (juntai rotadonal)
Ti = fy O =z (juntai prismética)

Observe gque o esforco computadonal envolvido no cdmputo do algoritmo Newton-
Euler é lineamente proporcional ao nimero de junta N.



Equacdode Dindmica |nversa:

Computar os esforgos de junta correspondentes a uma trajetdria de junta espedficada €
um problema que garece freqlientemente no controle dindmico de manipuladores. A
partir das posicdes de junta ede suas primeiras e segundas derivadas (g, do/dt, d’g/dt), é
posdvel cdcular o vetor T de esforcos de juntas correspondente usando as equagdes
reaursivas do Algoritmo Newton-Euler. A expressio anditica vetoria resultante é
denominada de Equac&® de Dinamica Inversa, a qual € mnstituida por um sistema de
equagdes diferenciais de segunda ordem, néo lineaes e aopladas. Esta equacé® pode
ser deaomposta nos seguintes termos:

T = 1(q,d/dt?) + 1c(g,dgfdt) + 1e(q) + T(dg/dt)
onde:

T = vetor Nx1 de esforgos res juntas.

g = vetor Nx1 de variaveis de junta.

1,(g,0%g/dt?) = vetor Nx1 de rac@&sinercias.
Tc(q,dg/dt) = vetor Nx1 de reac@scoriolis e centrifugas.
Ts(q) = vetor Nx1 de reac@s gravitadonas.

Tr(dg/dt) = vetor Nx1 de reacds de atrito.

Reacdes | nerciais:
O vetor de rea@es inerciais incorpora esforcos resistentes ab movimento devidos a que

a massa dos elos limita a ackerac@® dos mesmos. O vetor de rea@es inerciais pode ser
expresn como:

T, = M(q).d’g/dt?
onde M(q) é aMatriz de Inércia NxN, smétrica epositiva definida. Observe que T, é

proporcional as acderagdes das juntas. O vetor de rea@es inerciais pode ser computado
através do algoritmo Newton-Euler adotando as seguintescondicfesiniciais:

w=0
00\1?:0
0V():O

dg/dt=0parai=1,...,N
Ou sgja, fazendo as velocidades de juntaiguais a zero, s6 ©bram os eforcosinercias.

Considerando a matriz de inércia, a equacé de dindmicainversa pode ser escrita na sua
forma padréo:

1= M(q).d°g/dt” + c(q,dg/dt) + Te(q) + Tr(q,d/ct)



Reacles Coriolise Centrifugas:

O vetor de rea@es coriolis e cantrifugas incorpora esforcos resistentes ab movimento
correspondentes a acéeragdes devidas a rotacd relativa entre dos. O vetor Tc inclui
termos onde @arecean produtos de velocidades de juntas (rea@es coriolis) e
velocidades de junta devadas ao quadrado (rea@es centrifugas). O vetor de reades
coriolis e centrifugas pode ser computado através do algoritmo Newton-Euler adotando
as seguntescondi¢cdesiniciais:

%y =0
00\1?:0
0V():O

dq/dt?*=0parmi=1, .. ,N

Ou sga, fazendo as acderagdes de junta iguais a zeo, SO sobram os esforgos coriolis e
centrifugos.

Reacdes Gravitacionais.

O vetor de rea@es coriolis e cantrifugas incorpora esforcos resistentes ao movimento
devido ao peso dos elos do manipulador. Em lugar de computar o peso resultante sobre
cada do, os esforcos gravitadonais podem ser cdculados fadlmente dravés do
algoritmo Newton-Euler usando o seguinte atificio: substituir massa gravitadona por
massa inercial. Em outras palavras. em lugar de cnsiderar que o robd estd submetido a
um campo gravitadonal, assumir que abase do robd € acéerada na direcé verticd,
para dma, com uma acéerac® igual & acéerac® da gravidade locd g, (g 09,81 m/sY).
Ao acderar o robd para dma, seus €los resistirdo ao movimento com uma forca de
reac® para baixo que sera exatamente igual ao peso dos mesmos. Desta maneira, 0
vetor de rea@es gravitadonais pode ser computado através do algoritmo Newton-Euler
adotando as seguntescondi¢desiniciais:

O(,Q)ZO
O(,Q?V =0

Vo =-g =[ox 9 al'
dg/dt =0 parai=i, ... ,N

dq/dt?*=0pami=1, ... ,N

Ou sga, fazendo as velocidades e acéeragdes de junta iguais a zeo, cancdamos as
rea@es inerciais e @& rea@es coriolis e centrifugas, sobrando apenas as rea@es
gravitadonais.

Reacbesde Atrito:

Se for necessario considerar o atrito, este pode ser incorporado diretamente & equagdes
de saida do agoritmo Newton-Euler, visto que estas reac@s ocorrem no exo dasjuntas:

n="z"0n+ 15 (juntai rotadonal)

Ti='z" i+ 1q (juntai prismética)



onde, T é areac® de arito na junta i, de tal modo que T¢ = [Tr1 Teo ... Ten]'. Um
modelo simples para & rea@es de drito consiste an uma componente de drito viscoso
somada a uma componente de atrito “ Coulomb”:

Ti='z"n + kevi.dg/dt + keci.sgn(dg/dt) (juntai rotadonal)

Ti = 'z i + kpvi.dg/dt + keg.sgn(dg/dit) (juntai prismética)

onde kri € Kkrci S0 0s coeficientes de drito viscoso e Coulomb da junta i,
respectivamente. A funcdo sinal, sgn(dg/dt), retorna o sinal davelocidade dajuntai:

sgn(dg/dt) =1 sedg/dt >0
sgn(dg/dt) =0 sedg/dt =0
sgn(dg/dt) = -1 sedg/dt <0
Matrizdelnércia:

Se for necessario cdcular a matriz de inércia, esta pode ser obtida apartir do algoritmo
Newton-Euler através do artificio descrito a seguir.

Defina T como a soma das rea@es coriolis e certrifugas, rea@es gravitadonais e
rea@esde atrito. Assm,

19 = 1¢(q,dg/dt) + 16(q) + Te(dg/dt)

Observe que @ & numericamente igual a0 vetor de esforcos de junta T obtido a partir
da equacd® de dindmicainversa quando as acderagdes de junta sdo todas iguais a zeo,
ou sga

1 = M(0).0 + t(q,dg/dt) + T5(q) + Te(dg/dt)

Assm, 7 pode ser obtido através do agoritmo Newton-Euler forcando as sguintes
condigbesiniciais.

O(,Q) -0

O(,Q? =0

Vo=-g=[g g gl

dq/dt?*=0pami=1, ... ,N

A partir daequacé de dinamicainversa e do vetor T, temos que:

M(q).d?g/dt> = 1 - 1©

Observe se todas as acderagdes das juntas, excelo a da junta i, forem iguais a zeo, a -
ésmacoluna da netriz deinércia, M, € numericamente igual a



Mi=[Mi1 M5 ...M;...My].[0 0...1...0]" =M(Q).[0 0...1...0]"

Onde o ultimo vetor do lado direito da equacd® adma é um vetor coluna Nx1, cujos
elementos 8o todos nulos, exceto 0i -ésimo, que éigua a 1. Desta maneira, acolunaM;
pode ser computada apartir do vetor M(q).d?q/dt?, desde que o vetor de acéeragbes de
junta sgja imposto de tal modo que todas as acderagdes sjam zero, exceo adajuntai,
que deve ser igual a 1. Assm, definimos 1 como o vetor obtido através do algoritmo
Newton-Euler quando forcamos as seguntescondi¢desinicials:

Oo.b -0
O(,Q?' =0

Vo=-g =[x g @l
dq/dt? =1

d’gy/dt> = O paraj # i

Como 1 = M; + 1, podemos obter a colunaM; apartir de 1@ e t®:

Observe que para cdcular as N colunas da matriz de inércia, o algoritmo Newton-Euler
deve ser exeautado N+1 vezes, (uma para 7% e N vezes para T). Como o esforco
computadonal envolvido na exeaugcd do algoritmo Newton-Euler cresce lineamente
com N, o cdmputo da matriz de inércia pelo méodo adma ewolve um esforco
computadonal de ordem N(N+1).

Exemplo: cdcule os torques nas juntas a partir das trgjetérias de junta para o
manipulador planar de dois graus de liberdade. Considere que amassa de cala do esta
concentrada na sua extremidadedista. Determine os termos da equac® dinamica

Como a massa esta concentrada na extremidadedista do €o,

¢l =0,% =0,

Per=[Ls 0 Q", 2Ps=[L2 0 Q"

Lembrando que, do exemplo do capitulo anterior,

0q"

0 dBy/dt]’

0 @6/dt+ dey/dt)]"
0 @6/dt+ dey/dt)]"

w N P~ O
non
o oo

=0 0 Q'

=[0 0 d6./dt?]"

=[0 0 @%/dt*+ d?0./dt?)]"
[0 0 @%8/dt*+ d?0,/dt?)]"

EEEE EEEE



o' =[0 g Q'

i =[sig cg O

2V T = [(Slzg+|_152d 91/dt L]_Cz(delldt) ) (C129+L1C2d291/dt +L152(d91/dt) ) 0]
3v3’ =[%va °vay va/]", onde:

0 3vay' = S120+L150%0,/dt?-L1Co(dB81/dlt)%- L o(d6,/dt+dB,/dt)?

O 3Vay = Crog+L 1Cod°0:/dt>+L 15,(d8,/dlt) *+L o(0%0,/dt*+d*8,/dt?)

0 33, =0

A partir das expreses adma, obtemos as acderagdes dos centros de massa dos elos.
Ve =y + oy’ ¥ Py + fanx(fanx Pe1)

0 Ve’ = 0.8 — L1.(d(81)/dt)

[l lVG]_y’ =gc + Ll.dzelldtz

O Vei7 =0

Vo2 =2 + Zay X*Pss + 2upx ((uyx*Pay)

0 AVea' =S120 + L1spd8a/alt? - L1c(d/dlt)” - Lo.(d(Br)/dlt+ d(6,)/clt)*
O *Vezy = Ciag + L1Cd?01/dt” + L15p(dBy/dt)? + Lo.(d?01/dt>+ d?B/dt?)
O ZVGZZ’ =0

Substituindo as expresHes adma nas equagdes reaursivas de esfor¢os nos € os, temos:

f =0 (condicéo inicia)
=0 (condicéo inicia)

%, = 2R3z + Mo [AVv2 + Zay’ X°Pgz + 2apx ((upx*Pay)]

O %o = Ma.[S120 + L150201/dt? - L1Co(dB4/dlt)? - Lo.(d(82)/dlt+ d(82)/dlt)?]
O 2fy = mp.[C120 + L1Cod?Ba/dt? + L1S,(dB/dt)® + Lo.(dP0:/dt>+ d°6,/dt?)]
0 %,,=0

— 2R3.3n3 + [2P3x] .2R3.3f3 + G2| .20‘)2a + ZOJZX(GZI 20‘)2) +
+ Mp.[*Pa2x].[Av2 + 2wy’ X°Paz + “opx(Pupx*Paz)]

0 =0

O 2y =0

0 %np, = mp.Lo[C1og + L1Cod?01/dt? + L15,(dBa/dlt)? + Lo.(d?01/dt>+ d?6,/dit?)]

0 To = 2Ny, = Ma.Lo.[Crog + L1Co0P0,/dt? + L1Sx(d6,/dt)? + L. (d20,/dt?+ d?6,/dt?)]

1 = 1Ry + mu e’ + Ty X Pey + Toarx (o x Pay)]



O 1 = Ma.Ca.[S120 + L15,0%0/dlt? - L1c(dB1/dt)? - Lo.(d(61)/dt+ d(6,)/dt)?] +
- Mp.S.[C120 + L1Co00:/dt? + L1sy(dB:/dit)? + Lo.(d?0,/dt>+ d?0,/dt?)] +
+my.[g.51 — L1.(d(6y)/clt)?]

O M1y = M5 [S129 + L15,d?01/dt? - L1Co(dB:/dt)? - Lo.(d(By)/dt+ d(B2)/dt)*] +
+Ma.Co.[Crog + L 1Co00,/dt? + L1sp(dB/dt)? + L.(020,/dt? + d?0,/dt?)] +
+ma.[g.c; + L1.d%(61)/dt?]

0 Y,=0

ln]_ — 1R2.2n2 + [1P2X] -1R2-2f2 + Gll .l(*)]-a + lOJlx(Gll l(}.)_]_) +
+ my["Perx].['ve + Tan’ ¥ Pay + Tax(fanx'Pe1)]

1nlx =0

1n1y =0

"1, = mo.Lo.[c1og + L1cod?04/dt? +L15,(d6,/dt)? +Lo.(d?B/dt>+ d?B,/dt?)] +
+ Mp.L1.[g.C1 +L1.0%0,/dt? +L.Co.(d%0,/dt?+ d?0,/dt?) -L..S,.(d6,/dt+ dB/dt)?] +
+my.L1.[g.c1 + L1.d%01/dt?]

[ R |

O 11 = 'ny = ma.Lo.[Crog + L1Cod?0,/dt? +L15,(dB84/dlt)? +L..(d°0,/dt?+ d?0,/dt?)] +
+ Ma.L1.[g.C1 +L1.0%0,/dt? +L.Co.(d%0,/dt?+ d?,/dt?) -L..S,.(d6,/dt+ dB,/dt)?] +
+my.L1.[g.c1 + L1.d%0./dt?]

A partir dos torques de junta caculados € posdvel explicitar os termos da ejuacé®
dindmica

Matriz de inércia:

M(q) = [L2% Mo+l 2(my+mp)+2L 1L oM.l [Lo%mp+2L1Lome.co]
[Lzz.m2+2L1L2m2.C2] [Lzz.mz]

Te(gqdg/dt) = | -Lilomp[sy(dB2/dt)? + 2.co(dB:/dt)(dB/dt)]
L1Lom.s,.(dB4/dlt)?

To(0) = [ Lamz.g.C12 + La(my + mp).g.c1 ]
Lomp.g.Ci2

Equacado de Dindmica Direta:

Computar as trajetérias de junta que crrespondem a resposta do robd aos esforcos de
junta golicados pelos atuadores é um problema que deve ser resolvido quando se desgja
simular computadonamente o comportamento dinamico de um robd manipulador. A
expressio analitica vetorial que descreve a ackracé das juntas em funcdo dos esforcos
aplicados pelos atuadores € denominada de Equacéd de Dindmica Direta, a qual, de
modo andlogo a equac® de Dinadmica Inversa, € ongtituida por um sistema de
equagdes diferenciais de segunda ordem, néo lineaes e aopladas. Esta equacé® pode
ser decomposta nos seguintes obtidadiretamente apartir dadinamica nversa:

dq(t)/dt* = M(@)™ [t - Tc(q,dg/dt) + Te(q) + Tr(do/dlt)]



Observe que énecessario conhece a inversa da matriz de inércia. Como esta épositiva
definida, € sempre ndo singular, podendo ser invertida sempre. Para obter as
velocidades e posicOes de junta, basta integrar duas vezes a expressio adma, a partir
das condi¢Oesiniciais:

do(t)/ct = f(ca(t)/t?yet = (M) [t - te(a.dgdt) + Ta() + Te{dg/]) e

a(t) = J(doyetyct
Para smular computadonalmente aresposta dinamica do robd manipulador pode ser
utilizado qualquer método de integracd® numérica, de aordo com a predsao requerida.

Por exemplo, utilizando o método de integrac@® de Euler com um pas® de integracéd
At, temos:

da(t)/dt> = M(a(t)) ™.[1(t) - Tc(a(t),da(t)/dt) + Te(a(t)) + Tr(d(t)/c)]

dq(t+At)/dt = do(t)/dt + At.dq(t)/dt?

g(t+At) = g(t) + At.dg(t)/dt

Finamente, a partir do vetor g(t) obtido pelo proces de smulac® numérica as

equagdes de dnemética direta podem ser utilizadas para determinar a locdizac® dos
elosdo robd em espago cartesiano a cadainstante deamostragem t.



