3. CINEMATICA DIFERENCIAL

Neste capitulo abordamos a descricdo do movimento do robd manipulador sem
levar em conta os esfor¢os que 0 produzem. Um importante problema cinemati co associado
a0 movimento do rob6 é o mapeamento de velocidades e aceleracdes entre espag
catesiano e espa de juntas. Este problema pode ser descrito matematicamente através de
uma matriz, que incorpora importantes informacdes estruturais sobre o comportamento do
robd, a qual € denominada matriz jacobiana, ou simplesmente jacobiano. Um problema
andlogo é o mapeamento de esforgos estéticos (com omanipulador parado). Este problema
consiste em determinar 0 mapeamento entre os eSor¢os a que a garra € submetida quando
manipulando objetos (esforcos em espaco catesiano) e os esforcos correspondentes
exercidos pelos atuadores das juntas. Este problema esta diretamente relacionado ao
mapeamento definido pelojacobiaro paravelocidades.

3.1 Representacdode Velocidade de um Corpo Rigido:

Velocidade Linear:

Considere um corpo rigido com um referencia { B} fixo no mesmo. Seja a posic¢éo
do corpo em relagdo a um referencial { A} dada pelo vetor de posicio “Pg, a velocidade
com que o corpo se translada em relagio a { A} é um atributo do pato de origem *Ps.
Asii m, avelocidade linear de { B} emrelacdo a{A}, “vs, é definida pela derivadatemporal
de Pe:

AVB = d(A PB)/dt
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Figura3.1. Velocidade linea “vs.



Velocidade Angular:

A velocidade com que um corpo giraem relac@® aum referencial { A} € um atributo
do referencial {B} fixo no mesmo. Para representar a velocidade de rotacdo de { B} em
relacdo a { A}, duas abordagens s80 adotadas comumente: a derivada dos angulos de
orientac&o e o vetor de velocidade angular.

Derivada dos anguos de orientaca:

Seja ade {B} em relac® a{A} especificada dravés de uma tripla de &guos de
Euler “dg = [@ 6 Y]T. A velocidade de rotacdo de {B} em relagio a { A} pode ser
expressa pela derivada de “®g em relacé ao tempo:

d"dg/dt = [de/dt do/dt dw/dt]T
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Figura 3.2. Rotac&o representada peladerivadados anguos de Euler ZYZ.

Nesta representacdo, aintegral de d*dg/dt corresponde obviamente ao vetor “dg, que tem
um significado fisico claro. Por outro lado, d*®g/dt é um vetor de componentes de rotagéo
ndo ortogoreis em torno de eixos de um referencial torto, os quais variam de aordo com
valor corrente de“ds.



Vetor de Velocidade Angular:

Seja ade { AB} um referencid paralelo a {B} e com origem coincidente com a
origem de { A}. A mudancade orientacdo de { B} em relacdoa{A} pode ser descritacomo
arotacdo de { AB} em torno de um vetor direciona passando pela origem de {A}. Uma
forma compada de representar esta rotacéo € através de um Vetor de Velocidade Angular
Auwg ainhado com o eixo de rotacgio e asjo médulo éigua avelocidade de rotacdo em torno
do mesmo. Nesta representacé, aintegral de“wx ndo tem um significado fisico claro. Por
outro lado, a0 contrario da representacéo pa derivadas dos angulos de Euler, “ws é um
vetor de componentes ortogonais de rotacdo emtorno doseixosde {A}.
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Figura 3.3. Vetor de velocidade anguar.

A partir da figura abaixo, pode-se verificar que o vetor de velocidade anguar “ws se
relaciona com o vetor d*®,/dt através da expressio matricial:

0 -sp cgsB
A= | 0 ap sgsf | d®p/dt = Re.d ®g/dt
1 0 o

A matriz Ry na expressio acima é dependente do valor corrente de “dg. Verificase que
esta matriz torna-se singular quando sen(B) =0. Assim, quaquer velocidade rotaciona
possa ser descrita através de “ws mas, por outro lado, existem velocidades que ndo podem
ser descritas através de d” ®g/dt quando { B} assume umaorientacé paraaqua sen(d) = 0.
OrientacGes com esta propriedade sdo denominadas singularidades representadonais de
A

Pg.
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Figura 3.4. Relacdo entre d“®g/dt e o vetor de velocidade angular “us.

3.2 Veocidadesrelativas em referenciais moveis:

Velocidade Linear Relativa:

Considere trés referenciais moveis { A}, {B} e {C}. Dencte “Ps aposicio de { B}
relativa a{ A}, ®Pcs aposicdo de {C} relativaa{B} e”Pc aposicdo de{C} relativaa{A}.
Esta Gltima pode ser obtida apartir de “Ps e PPc através de uma simples soma vetorid,
desde que os dois vetores sgjam expressos N0 mesmo sistema de @ordenadas.
Representando ®Pcg em { A} através da matriz de rotac® “Rs, que especificaaorientacé®
de{B} relativa a{ A}, temos:

APc ="Ps + *Rg .BPcs

Figura 3.5. PosicOes relativas entre referenciais moveis.



Derivando aexpressao admapodemos obter o vetor velocidade linea de{ C} emrelacdo a
{A} apartir das velocidadesrelativas de { B} emrelacdo a{ A} ede{C} emrelacd® a{B}:

d(*Po)/dt = d(*Pe)/dt + d("Re.BPcs)/dt
O AVC = AVB + d(ARB.BPCB)/dt
O AVC = AVB + d(ARB)/dt.BPCB + ARB.d(BPCB)/dt

O segurdo termo do lado direito da equacé adma, que ewvolve a derivada e “Rg, é uma
componente de vel ocidade que aparece quando”Rs varia, ou seja, quando { B} estagirando
em relacdo a { A}. Isto gera uma componente de velocidade linear de { C} em relacgdo a
{A}, mesmo se { B} ndo setranslade enrelacdo a{ A} e{C} ndo facao mesmo em relacdo
a{B}. Detalhando o termo d("Rg)/dt.?Pc:

d(*Re)/dt.BPc = [d*xe)/dt d(*ys)/dt d("zs)/dt] BPc

Para determinar as derivadas que mmpdem as colunas de d(*Rg)/dt, considere o referencial
{B} girando em relacdo a{A} com velocidade angular “ws. Para efeito de simplificaco,
considere que {A} e {B} possuem a mesma origem (“Ps = 0), diferindo apenas na sua
orientacdo (*Rg variando em funcdo de”wxs). Dado um ponto ®P com coordenadas fixas em
{B}, asuarepresentacdo em { A} P serd também func&o de “ws.

Figura 3.6. Velocidade de um ponto fixo em um referencia que gira



Dafigura acima, podemos observar que o vetor d(*P) = *P(t+dt) - *P(t) é perpendicular ao
vetor “P(t) e ao vetor “wx. Por outro lado, quando d(*P) tende azero, o seu médulo tende
a0 comprimento doarco [d(*P)| = [*ws.dt|./*P|.sen(8), ou seja: [d(*P)/dt| = [*wxs]./*P|.sen(B).
Assim, d(*P)/dt pode ser expresso como o produto vetorial dos vetores”P e”ox:

d®P)/dt = “aex"P

Destaforma, parao caso particular em que o vetor “P for igual aos eixos doreferencial { B}
expressos em { A}, “xg, “ys €”zg, temos:

d(*xg)/dt = “0Ex"Xg d(*ys)/dt = “urx"ys d(*zg)/dt = “uwpx"zs

Assm:

d(*Re)/dt.°Pcs = [d(*xs)/dt d(*ys)/dt d(*zg)/dt].PPcs = [ x"xs “wexy “wpx"zs].°Pcs
0 d(*Re)/dt.°Pcs ="uex [*xg "y "zg].°Pcs =" x(*Re.”Pcs)

Destaforma, avelocidade linear relativade { C} emrelacggdoa{A} pode sr expressa como:
Avc ="vg + “wex("Re.°Pcg) + *Re.d(°Pcs)/dt

Velocidade Anqular Relativa:

De forma andloga & caso linear, denote “w; avelocidade anguar de { B} relativaa
{A}, Baxs avelocidade angular de {C} relativa a{B} e “wx avelocidade angular de { C}
relativa a{A}. Esta Gltima pode ser obtida apartir de “ws e Puxg através de uma simples
soma vetorial, desde que 0s dois vetores sgjam expressos N0 mesmo sistema de
coordenadas. Representando Puxs em { A} através damatriz de rotacdo “Rs, que especifica
aorientacdo de { B} relativaa{A}, temos

Ao =" wp + *Re.Paxcs
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Figura 3.7. Velocidades angu ares rel ativas entre referenciais méveis.



3.3  Representacdode Acderacédo deum Corpo Rigido:

Aceleracdo Linear:

Definimos o vetor de aceleracdo linear “vg' de um referencial corpo rigido B
relativaaum referencia { A} como aderivadatemporal do vetor de velocidade linear “vg de
um referencial{ B} relativa a{ A}, onde {B} éfixo nocorpo B:

Avg’ = d(ve)/dt = [d(*vex)/dt d(*vey)/dt d(*ve)/dt]’

Aceleracdo Angular:

Definimos o vetor de acelerac8o angular “wx’ de um corpo rigido B relativa aum
referencial { A} como a derivada tempora do vetor de velocidade angular “ws de um
referencial { B} relativaa{A}, onde{B} éfixo no corpa:

Aur’ = d(Paw)/dt = [d(Pwex)/dt  d(*wey)/dt d(we,)/dt]”
3.4. Aceleracdesrelativas em referenciais moveis:

Aceleracao linear reativa:

Considere trés referenciais méveis { A}, { B} e{C}. Denote”vc’ a aelerac® linea de{C}
relativa a{ A}. Esta pode ser obtida derivando a expressdo correspondente da velocidade
linear “ve, funcéo de”vg, “ws e d®Peg/dt:

Ave = dive/dt = d[*ve + Awex(*Re.BPes) + "Re.d(®Pes)/dt]/dt
0 Ave = divaldt + (*we/dt)x(“Re.BPcg) + “wexd(“Re.BPcg)/dt + d(*Re.d(®Pcs)/dt)/dt

0 Ave ="vg + s’ x(*Re.BPes) + “wex (d*Re/dt).BPcs + “wsx*Re.(d®Pes/dt) +
+ (d"Rg/dt).d(Pes)/dt + *Rg.d*(®Pcs)/dt?

Usando aidentidade derivada anteriormente para aderivada de uma matriz de rotagéo “Rg
vezes um vetor ®V: d(*Rg)/dt.2V = *uwex(*Re.BV), temos:

AVC, :AVB’ +ARB.d2(BPCB)/dt2 + A(QB’X(ARB-BPCB) + A(QBX(A(QBXARB-BPCB) +
+ 2.(*0x"Re.d(®Pcg)/dt)

Os dois primeiros termos do lado direito representam a soma vetoria das acderacOes
linearesde{B} e{C} expressasem{A}. Oterceirotermo € umacomponente de aceleracio
linear devido a aceleraggio anguar de{B} eaque{C} estdaumadistancia®Pc de{B}. Os
dois ultimos termos representam componentes de aceleracdo linear coriolis (produtos de
velocidades) e centrifuga (vel ocidades ao quadrado).



Aceleracdo anqular relativa:

Considere trés referenciaismoveis{ A}, { B} e{ C}. Denote”wx’ a a@lerac® linea de{ C}
relativa a{ A}. Esta pode ser obtida derivando a expressdo correspondente da velocidade
linear “ux, func@ de”ws, e Poxs:

A’ = dwe/dt = d[*ws +*Re.Paxcs]/fdt = d* s/t + d(*Re."cs)/dt
0 Aub’ = A(QB’ + (dARB/dt)B(AbB + ARB-dB(JKbB/dt

Usando aidentidade derivada anteriormente para aderivada de umamatriz de rotacéo “Rg
vezes um vetor ®V: d(*Rg)/dt.2V = *wex(*Re.BV), temos:

A(Ab’ :A(QB, +ARB.dB(AbB/dt+A(Q3XARB.B(AbB

Os dois primeiros termos do lado direito representam a soma vetorial das aceleragdes
angulares de {B} e {C} expressas em {A}. O ultimo termo representa componentes de
aceleracdo angular coriolis (produtos de velocidades) e centrifuga (velocidades ao
guadrado).

3.5, Veocidades dos elos de um manipulador:

Considerando o manipulador robético como uma @deia cinemética éerta constituida
por corpos rigidos (elos) interligados por juntas, utilizando as expressdes obtidas para
velocidades relativas entre referenciais moveis é possivel determinar as velocidades
relativas entre os elos do robd a partir das velocidades das juntas. A figura aaixo mostra a
relacdo entre referenciais de dois elos consecutivos da cadeia cinemética, {i-1} e{i} eo
referencial fixo na base do manipulador. Note que a posicéo de {i} em relagcéo a{i-1} e
dada pelo vetor 'P, = [a1  -sai..0i  coip.di]’, 0 qua, para juntas prisméticas, varia em
funcéo do deslocamento dajuntai, d;.

Figura 3.8. PosicOes relativas entre os elos moveis {i-1}, {i} eabasefixa{0}.



Utilizando as expressdes obtidas para velocidades relativas entre referenciais
moveis, podemos determinar as velocidades lineaes e anguares do elo {i} em relagdo a
base a partir das velocidades lineares e anguares do elo anterior, (0 €lo {i-1}) e da
velocidade relativa entre ambos, a qua é dependente da velocidade da junta {i}. Nas
equacoes de velocidade anguar relativa e de velocidade linear relativa faremos a seguinte
substituicdo de referenciais. { A} por {0}, {B} por {i-1} e {C} por {i}. Para uma junta
rotacional, avelocidade de rotagio do elo {i} emrelacdoao do{i-1}, " .1, éumvetor na
diregdo doeixo z dajuntai, de magnitude igual avelocidade de rotacdo da mesma d6;/dt.
Assim, expressando este vetor no referencia {i-1} , temos a seguinte substituicdo:

BQbB — i'loq,i.l = i-lRi.iZi.dei/dt
onde'zi=[0 0 1], De modo andogo, paraumajunta prismética, a velocidade de
translacdo do elo {i} emrelacdo ao elo {i-1}, d("*P)/dt, é um vetor nadirecdo doeixo z da

junta i, de magnitude iguad a velocidade de trandacdo da mesma d(d)/dt. Assim,
expressando este vetor no referencia {i-1}, temos a seguinte substituicéo:

d(BPCB)/dt - d(i—lpl)/dt = i—lRi.iZi.d(di)/dt
Assim, de acordo com estas expressdes, fazendo as substitui¢des mencionadas ad ma:

Velocidade Angular em referencial de base:

% =01 + °Ris M = Cw + "R IR Z,.dB/dt
0 %w = %1+ °R.'z.d6y/dt

Note que, para uma junta prismética, o termo d(6;)/dt é zeo. Portanto, no caso em que a
juntai é prismatica, o Ultimo termo daequacé adma seranulo.

Velocidade Linear em referencial de base:

% = Vgt %wxCRP) + "R d(P)/dt = Yis + Y axCR4TR) + "R IR Z.d(d)/dt
O %i = Vi1 + %01 CRi1.*P) + °Ri.'z.d(d)/dlt

Note que, para uma junta rotaciona, o termo d(d;)/dt € zeo. Portanto, no caso em que a
juntai for rotacional, o Utimo termo da equago acima seranulo.

As expressbes adma permitem computar recursivamente & velocidades de do,
partindo dabase até aferramenta, a partir das vel ocidades dasjuntas. Geralmente dispomos
das matrizes de rotago individuais "'R;, onde cada uma delas é dependente do angulo da
juntai, 6;, variavel apenas s ajuntai for rotaciona. Neste @so, € mais conveniente operar
com equagdes em que as velocidades de el o séo expressas no referencial do proprio elo.



Multipli cando as equagdes reaursivas de velocidade por 'Ro, € possivel transforma-
las de modo a que & velocidades do elo {i} sgam expressas apenas em funcdo das
velocidades do elo anterior {i-1) e davelocidade dajuntai, dgi/dt.

Velocidade Angular em referencial de €o:

iRo.Om = iRo(O(q.l + ORi.iZi.dei/dt) = iRi-l.i'lRo.O(q.l + iRo.ORi.iZi.dei/dt
0 'w ='Ria™wg + 'z.d6i/dt

Velocidade Linear em referencial de do:

iR().OVi = iR().(OVi.;L + O(Q.;LX(ORi-l.i-lpi) + ORi.iZi.d(di)/dt) =
= iRi-l.i-lRo.OVi-l + iRi-l.i-lRo.[O(Q-lx(ORi-l.i-lF’.)] + iR().ORi.iZi.d(di)/d'[ =
='Ri-2 Vi + "Ria[("Ro. %00.0)%( " Ro.°Ri.1. P)] + 'Ro.°Ri.'zi.d(dh/dlt
= 'Ri-l."lvi-l + IRi-l.[l-l(q-lxl-lP.] + IZi.d(di)/dt

0 iVi = iRi.l.(i-lVi.l + i-lm.lxi-lpi) + iZi.d(di)/dt
3.6. Aceleracgdes dos elosde um manipulador:

De formaand oga ao procedimento feito acimapara as vel ocidades dos elos, fazndo as
mesmas substituicbes nas expressdes obtidas para acéeracoes relativas em referenciais
moveis, podemos facilmente obter equacOes reaursivas que permitem computar as
aceleracoes de um elo a partir das aceleragbes e velocidades do elo anterior e das
aceleracoes e velocidades dajunta associada.

Para uma junta rotacional, a aceleracéo de rotacd do elo {i} em relacd® ao €lo
anterior {i-1}, w1, é um vetor na direcdo do eixo z da juntai, de magnitude igud a
aceleracdode rotac@® da mesma dBi/dt. Assim, expressando este vetor no referencial {i-1},
temos a seguinte substituicdo:

dCoxe)/dt - d(™w,)/dt = R z.d%6/dt?
Para uma junta prismética, a aeleracéo de translagé do elo {i} emrelacdoaoelo
{i-1}, d*"*P)/dt*, é um vetor na direcdo do eixo z da junta i, de magnitude igua a
aceleragdo de translac® da mesma d?(d;)/dt>. Assim, expressando este vetor no referencia
{i-1}, temos a seguinte substituicéo:

(BPes)/dt? — dX('P)/dE = "R 'z;.d¥(dh)/dE?



Aceleracdo Angular em referencial de base:

Om’ = O(q-l’ + ORi-l.i-lRi.iZi.dzei/dtz + O(q.lx ORi-l.i-lRi.iZi.dei/dt

0 %’ = °w.’ +°Ri'z.d%61/dt + °w.1x °R:.'z.d8i/dt

Note que, para uma junta prismética o termo d(6;)/dt e sua derivada sdo iguais a zero.
Portanto, no caso em que a juntai é prismética os Ultimos dois termos da equacdo acima

serdo nulos.

Aceleracao Linear em referencial de base:

A =%y + ORi-l-i-lRi-iZi-_dz(di_)/dtz + %030 % CRi.1.'P) + %1% P .1 xR P +
+ 20.1x(Ri1. R z:.d(d)/dt)]

0 % =%ir + %0 xCRi1™P) + °wx(Pw.x°Rit P + °Ri.'z.0%(di)/dt® +
+ 2 "w2x(CRi.'z.d(dh)/dt)]

Note que, para uma junta rotacional, o termo d(s)/dt e sua derivada so iguais a zero.
Portanto, no caso em que ajuntai é rotadonal, os Ultimos dois termos da equa¢cd® adma
serdo nulos.

Multipli cando as equagdes reaursivas de aceleracé por 'Ry, € possivel transforma-
las de modo a que as aceleragdes do elo {i} sejam expressas apenas em funcdo da
aceleracdes e velocidades do elo anterior {i-1) e da acelerac® e velocidade da juntaii,
dai/dt.

Aceleracao Angular em referencial de €o:

'Ro.%w’ ='Ro.Cay’ + °R'zi.d?01/dt? + °wa1x °Ri.'z;.dBy/dlt) =
= 'Rolw1 + 'Ro.R.'z.0%01/dt? + 'Ro.[°.1x °R;.'z,.d6i/dt] =
= R Rowiy’ + 'z.d%01/dt? + [(Ro.’wi1)x('Ro.°Ri.'zi.d6i/dt)] =
= 'Rip g+ 'zi.d%0i/dt? + [(Ris. " Ro.Cw.1)x ('z.d6i/dt)]

0 '@’ ='Rie oy +'21.0%0i/dt? + (Ris  w.1)x('z.d6i/dt)

Aceleracdo Linear em referencial de elo:

'Ro. Vi ='Ro{ Vi’ + w4’ xRt P) + °w.1x(°w.x°Ri 'R + °R.'zi.d(diy/dt® +
+ 2[%w1x(°Ri.z.d(d)/dt)]} =
= 'Ro.Vit + 'Ro[fw1 x(CRi..™P)] + 'Ro[°w.1x(°w.1x°Ri1. P)] +
+ 'Ro.%R;.'zi.04(ch)/dt? + 2."Ro.[°w.1x (R zi.d(d)/dt)] =



iRo.OVi’ = iR_i-l.i-lRQ.OVi-l’ + iRi-l.[ (i-lRo.O(Jq-l’)_X(i-lRo.OR_i-l.i-lF’.)] +
+ fRi-l-[ (I-lRO-O(JQ-l)X_((I-lRO-O(JQ-l)X( I—lRQ-ORi-l-I—lPi)] +
+'z;.0%(ch)/dt? + 2.[(Ro.’w12)x('Ro.PR:.'zi.d(ch)/dt)] =
= R1"Via + ' R xP] + 'Ria] Mwax(Tw.axP)] + 'z.d%(dy)/dt? +
+2] (i Ri.l.i'lRo.Om.l)X(izi.d(di)/dt)]

|:| iVi’ — iR_i-l-[i-lvi-l’ + i-lm-l,_xi-lpi_ + i-lm_lx(i-lm_lxi-lpi)] +
+1z.0d%(d)/d + 2[('Ri-1. ™ a.2)x('z.d(ch)/dt)]

Exemplo: Calcule as velocidades e acel eragdes da ferramenta para o robd manipulador
planar de dois graus de liberdade mostrado nafigura aaixo.

i | a1 | 0| G i
1,0 0 0|6
2| L:1] O 0| 6
3/ L] O 0 0

Figura 3.9. Rob6 manipulador planar com dois graus de liberdade.

A partir dos parametros Denavit-Hartenberg, determinamos as transformacdes de do e
cineméticadireta:

cO; -s6; 0 O
Ole sB; cB; 0 O
0 0 10
0 0 01
092 -592 0L
To=| 9, 6, 0 O
0 0 10
0 0 01
1 0 0L,
Ty= 0 1 00
0 0 10
0 0 01




Ci2 -Si2 0 (LiCitLoCro)
0 %T;= Sz Ciz 0 (LiSit+LoSio)

0 0 1 0

0 0 O 1

Velocidades angulares:

%0 =[0 0 O (condic inicial)

Lo = Rolup + 120.d0y/dt = [0 O dBy/dit]”

2wp = 2Ry My +%2,.d6,/dt = [0 O (dBy/dt+ dB/dit)]"

%00 = °Ro.2up +325.d85/dt = [0 O (dB,/dt+ dB,/dit)]"

0 %ws="Rs3ws=[0 0 (dB./dt+ dO/dt)]"

Velocidades lineares (como todas as juntas S0 rotacionais, d(d)/dt = 0):

% =[0 0 0 (condicZo inicia).

i ="Ro.Cvo + %px®Py) =[0 0 O

2 = Rae.(tvy + tonx'Py) = [(L1sxd0y/dt)  (LacodBy/dt) O]

SV = 3Ro.(AV2 + 2upx?P3) = [(L1S:001/dt)  (L1codBs/dit+L (d6/dt+dB,/dlt)) O]

%5 = OR3.v5 = [(-L151084/dt-L 5515(d0,/dt+dB,/dlt))  (L1C100:/dt+L ,C10(dB/dt+dB,/dt)) O]
Aceleragdes angu ares:

%y =[0 0 0' (condic&inicia)

T = 'RoLwy + 1z0.0%0/dt? + (*Ro.%an)x('z1.d0y/dt) = [0 O d?O./dt?]"

20’ = 2Ryt + 22.d%0,/dt? + PRy on)x(P22.0082/dt) = [0 0 (dPOy/dt>+ dB/clt?)]
%0y = Ro2wy +°25.0%05/dt% + CR2.%0m)%(32a.d04/dt) = [0 0 (oPB/dt>+ d?B,/dlt?)]"

0 %w="Ra3ws=[0 0 (d°0/dt>+ d?0,/dt?)]"



Aceleragdes lineares (como todas as juntas sao rotacionais, d(d;)/dt = 0 e d*(d;)/dt? = 0):
Paraincluir o efeito da gravidade quando se analisa 0 comportamento dindmico do

robd, faremos uso do seguinte artificio: assumiremos que a base do robd sofre uma

aceleracdo constante paracimaigual a aceleracéo dagravidade g.

%' =[0 g O (condic inicial)

Yy ="Ro[Ve + %y x°Pr + Carx(Caxx®Py)] = [sig cug O]

vy = Re[vr + T X2 + toax (fonxPy)] =
= [(S120+L 1500%01/dlt*L1c2(d01/dt)?)  (CragrtL1Co001/dt*+L 152(d01/dt)?) O]

o' = Ro[AV2 + 2wy X*Ps + 2w (Capx?Ps)]
0 Va' = s120+L15:0%01/dt?L1¢2(d01/dlt)*L 2(dB84/dt+dB./dt)?
O %vay) = Crog+Lacod’8a/dt™+L 15,(d0y/dt)*+L o(d?0:/dt>+d0,/dt?)
0 %s =0
OV3’ = OR3.3V3’
0 Vs = -L151d%0/dt?+L 1¢1(d01/dlt)*L 5C1(dB/dit+dB./dt) L »51,(d?0/dt*+020 /dlt?)
0 %a) = LiCyd0a/dt>L151(d6:/dt)* L 5515(dB:/dt+dB/dt)+L ,c1o(d?0,/dt*+020,/dlt?) + g
0 %, =0
3.7. Velocidades generalizadas:
A seguir, derivaremos expressoes matriciais compactas para as velocidades de do.
Desta forma, as expressdes resultantes erdo mais faceis de manipular. Com este objetivo,

definiremos o operador matricial produto vetorial equivalente. Dados dois vetoresv e p, 0
seu produto vetorial pode ser expresso matricialmente da seguinte forma

vxp =[vx] p

onde [vx] é o operador matricial produto vetorial, definido como:

O -VZ Vy
[VX] = Vz 0 -V
'Vy VX 0

Este operador possui as seguintes propriedades.

8) [vx]" = -[vx]



b) Dados daisreferenciais{ A} e{B},
[*vx]%p = "vx*p = (*Re®v)x("Re"p) = *Re("vx"p) = "Rs ["vx].°p

Usando o operador matricial para o produto vetoria e lembrando que °Ri = (Ro)’, as
equacdes para velocidades de elo angulares e lineaes em referencia de base podem ser
escritas como:

% = w1 + °Ri.'zi.d6/dt
OVi = O\/i.l + [(ORi.l.i-lpi)X]T.O(q.l + ORi.iZi.d(di)/dt

As expressdes acima podem ser agrupadas matricia mente da seguinte forma:

% | = | 0 |.| % |+ | °R.z.deydt
%, [CR.LP)X]T | O °R:.'zi.d(dh)/dt
O O\/i = [OLi,i-l]T.OVi-l + OZi.dqi/dt

onde, Vi = [’w" %i']" é o vetor de velocidades generalizadas do elo {i} expresso em
referencial de base. O escdar g; é avariavel dajuntai, (g = 6;, se ajuntai for rotacional ou
g = di, seajuntai for prismatica). A matriz 6x6 delocalizacdo do elo{i } emrelacdo acelo
{i-1}, expressa em referencial de base, € dadapor:

o= [ I [CRP)X] ]
0 |

Onde | € a matriz identidade 3x3 e 0 € a matriz nula 3x3. A méascara da junta i em
referencial de base é definida como:

OZi = O[R]i.iZi
onde amascaradajuntai é escolhida como'Zi=[0 0 1 0 0 0]" seajuntai for rotadonal
e'Zi=[0 0 0 0 0 1] caso ajuntai for prismatica A matriz de rotagéo generalizada 6x6,

IR]i, permite mapear velocidades generalizadas expressas no elo {i} para a sua
representacdo em referencial de base:

w5 g ]

O O\/i = O[R]i.iVi

onde'V; = [w" 'vi]" é o vetor de velocidades generaizadas do elo {i} expresso no seu
proprio referencid.



Multipli cando a equac&o reaursiva de velocidades generalizadas por '[R]o = °[R] * = R},
podemos obter uma representacdo equivaente, onde as velocidades generaizadas estéo
expressas no seu proprioreferercial:

TR10.%Vi = R]o.[’Li 1] Vi1 + [R]0.2Zi.dg/dt = [R]o.[Lii-1] " R]i... Vi1 + 'Zi.dg/dt

O 'Vi=["Li]" Vi1 + 'Zi.dg/dt

onde, a matriz 6x6 de locdizac@o do elo {i} em relacdo ao elo {i-1}, expressa em seu
proprio referencia, € dadapor:

i-1|_i — i-l[R]O-OLi,i-l-O[R]i — [ i-1Ri [i-lax].i-lRi ]
O |-1Ri

3.8 Jacobiano:

A matrizjacobiana:

Dada afuncéo P = f(q), que reladona o vetor gux1 Com 0 vetor Pyxi, a matriz jacmbiana
MxN, ou simplesmente Jacobiano, mapeiaa derivada de g naderivadade P

dP/dt = J(g).dg/dt = [8f(q)/dq"].dg/dt
] 0f1(9)/0qy ... 0f1(q)/ogm

0 Xq) =[of(g)/oq’] = 3 3
ofn(Q)/0q1 ... 0fn(Q)/0gm

Singularidades do mecanismo:

O Jacobiano contém importante informac8o estrutural sobre o mecanismo do robd
manipulador. O nimero de linhas lineamente i ndependentes de J(q) é igual ao numero de
graus de liberdade controlaveis em espago catesiano. O nimero de @lunas de Jq) éigua
a0 nimero de graus de liberdade em espaqo de juntas. SejaV o vetor de velocidades em
espagQ catesiano e dg/dt o vetor de vel ocidades em espaco de juntas, entéo:

V = J(q).dg/dt

A partir da expresséo acima, € posdvel expressar as velocidades de junta em funcéo das
velocidades em espago cartesiano. Multiplicando os dois lados por )" e isolando dg/ct:

)"V = J(q)".Xq).dg/dt O do/dt = [Iq)".Xq)]™-Iq)".V



Se M é maior do que N, os graus de liberdade disponiveis em espaco de juntas o
insuficientes paracontrolar todos os graus de liberdade em espaco cartesiano e so é possivel
alcancar objetivos dentro de um subespaco cetrabalho. Se M é nenor do queN, o nimero
de graus de liberdade em espaco de juntas excede 0 necessario pararedizar a tarefa, ou
seja, 0 manipulador é redundante. Se M éigua a N, o numero de graus de liberdade am
espaQ de juntas é suficiente para atingir objetivosgerais emespaco cartesiano, desde que
J(g) sgjade rank completo. Neste caso, a expressio acima pode ser simplificada como:

do/dt = J(g)™.V
Verificase que, se para uma dada configuracé q, a matriz J(q) for singular, a metriz J(q)

ndo é mais de rank completo e ainversdo ndo é possivel. As configuracdes para & quais
isto acontece sdo denominadas Singuaridades do Mecanismo:

[0 conjunto de configuragdes singuares = {q/ det(Jq)) = 0}
As sngularidades podem ser:

» Singuaridades nos limites do espaco de trabalho, (com o braco estendido).
e Singuaridades no interior do espaco de trabalho, (gerdmente devidas ao
alinhamento de dois ou mais eixos dejuntas).

Numa singularidade, o manipulador perde um ou mais graus de liberdade an espaco
catesiano. Neste @so, existirdo drecdes ao longodas quais é impaossivel movimentar a
ferramenta, independente da vel ocidade das juntas:

do/dt = (q)™.V - o

Se ndo tratadas adequadamente no controlador, as sngularidades podem levar ageracdo de
referéncias de velocidades de junta muito elevadas que podem sobrecarregar os atuadores.
Em uma aglicac® red, nas vizinhangas de uma singularidade, o jacobiano torna-se mal
condicionado numericamente. Assim, na prética, € necessario implementar métodos de
medicdo da distancia as singuaridades e tcnicaspara contorna-las.

Exemplo: Para um manipulador planar de dois graus de liberdade, determine: @ o
jacobiano relacionando velocidades de juntaa velocidackes em referercial deferramenta e
velocidades de junta a velocidades em referencia de base; b) as singuaridades do
mecani smo; ¢) as velocidades de junta necessrias parafazer com que agarrase movimente
a0 longo do eixo x com vel ocidade %s,.

a) Como o robd consegue apenas controlar a posicdo daferramentano dano (x,y) a partir
do vetor de variaveisdejuntaq =[6: 6", definiremos nossatarefade posicionamento em
espaqo cartesiano como P = [x y]'. Desta maneira, as velocidades em espago cartesiano
expressas em referencia de ferramentae emreferencial de kese séo, respedivamente:



¥dPrdt) = [Avax va)] =
= [(L1s:004/dt) (L1c,d0./dt+L (d84/dt+d0/dt))]"

OdP/dt) = [*vavay)] =
= [(-L151004/dt-L 1512(d0/dt+d8/dt)) (L 1c1d01/dt+L 2c12(d8:/dt+d0/dlt))]"

Colocando em evidéncia & varidveis de junta nas expressdes acima, obtemos as matrizes
jacobianas em referencial de ferramenta, *J(q), e em referencia de base °J(q):

3(dPrdt) = 33(q).dg/dt
3x = L1s 0 . doe,/dt

Vay (Lictls) Lo doe./dt
O(dP/dt) = °3(q).dg/dt

Ve | =] (LisLsw) (Lasw) |.[ deydt

Ovay (LicitlaoC1y)  (LaCro) de./dt
b) As singuaridaces séo configuracfes para as quais det(J(q)) = 0. Assim:
det()(q)) = det L1S 0 j = L1.L2.sen(8,)

(L 1Co+L 2) L,

Ou sgja, 0 mecanismo esta en uma configuragdo singular se Li.L2.sen(B2) = 0, que
corresponde a 6, = k..1t, com K inteiro. Podemos verificar que:

e Kkpar 00 braco completamente esticada singularidade no limite doespa@
de trabalho.

* kimpar 0 bragp ddorado sobre s mesmo: singularidade no interior do
espaqo detrabal ho.

Na singularidade, a garra s6 pode se movimentar na direcd perpendicular ao braco,
perdendo o grau de liberdade de movimento na direcdo radia. Podemos verificar que as
singuaridades séo independentes do referencial no qual é expresso ojacobiano:

det®Xa)) = det [ (-Lisi-Losiz)  (-LoSw) = L1.Lo.sen(6y) = detCX(q))
(LicitLaoCip)  (LoC12)

c) As velocidades de junta correspondentes & vel ocidade catesiara®V; = [Pva 0]" sdo:

q="J0) "V



de./dt = (/L1Losy). (L2C12) (L2S12) | Ova
de,/dt (-L1Cr-LoCro)  (-L1Si-LoSio) 0
0 d6y/dt = “vaCrol(L1.S)) d6/dt = %z (-L1Ci-L oC10)/(L1.L 2.5))

Verificase que, para®, -0, d0:/dt e dB,/dt — oo,

Céalculo do jacobiano:

Determinando a velocidade da garra reaursivamente , a partir das velocidades de junta,
iniciando da base do manipulador, temos

O 'Vi=["Li]" Vi1 + 'Z.dg/dt
O\/o =0
W1 =%," % + 171 daw/dt = 2Z1.dop/dt

Ay =Mo" WV + 2Zo.dgpldt = Lo 27y dap/dt + 2Zo.dop/dt
3V3 = 2L3,T.2V2 + 3Zg.dC]3/dt = 2L3T.1L2T. 121.dq1/dt + 2L3,T ZZZ.dCIZ/dt + 3Zg.dC]3/dt

Adotando a seguinte nomenclatura: 'Lk = 'Liv. " "Lisz. ... . ““Lic1."Lk, ou, de formaandoga,
L= 'L’ = MLl L MM LT, aseguinte lei de formagd pode ser derivada
das equacbes acima para avel ocidade daferramenta:

N+1VN+1 = N+1L1.121.dq1/dt+ N+1L2.222.dCI2/dt+ ...+N+1LN.l.N—lZN.l.qu.l/dt'i' N+1LN.NZN.qu/dt
O VW =Mz Y222, L ML NZA] [ dgldt dog/dt ... dow/dt]”

como V. = V(). do/dt,

onde cala colunai do jacobiano é dada por “3(q) = M'L:.'z;. Por outro lado, como as
velocidades da garra expressas em referencial de base podem ser obtidas a partir de V.1
atravésde O\/N+1 = O[R] N+1.N+1VN+1 e O\/N+1 = OJ(Q).dQ/dt, temos:

W no1 = TR WV s = TRV 3(q).d oyt = °X(q).doydlt

0 °Xa) = [RIn.""3(a)

Assim, temos o seguinte procedimento recursivo paracdculo do jambiano (em referencial

de ferramenta) de robés manipuladores sriais genéricos de N juntas, onde cala coluna
N*13(q) é cdculada partindo da ferramenta, (referencial {N+1}), até a base, (referencial

{0}):



Calculo recursivo do Jacohiano:

1) i=N+1
2) M=
3) i=i-1

4) "Lysr = Lisn. ML
5) N+l\}(q) — N+1Li-lzi
6) enquantoi > 1, volte ao passo 3)

Jacobiano guando a orientacd é€dada por anqulosdeEuler:

Considere a orientagdo da garra em relacdo a base expressa dravées de uma tripla de
angulos de Euler ZYZ, °Onia = [@ 6 @]", de tal modo que avelocidade angular da
ferramenta em relacgio & base seja descrita pela derivada temporal d(°®y.1)/dt. Considere a
posicp da garra em relacé abase dadh expressa aravés do vetor de posicanPy.1, de tal
modo que a velocidade linear da ferramenta em relacéo a base segja descrita pela derivada
temporal d(°Py.1)/dt. Definimos o vetor de localizacdo generdizado da ferramenta em
relacdo a base como:

OLq> = [Oql’N+1T OF’N+1T]T

A partir de °Lo, podemos definir o vetor de velocidades generaizadas em eixos méveis
como:

Ve = d’Lo/dt = [([dCPns1)/dt)” (ACPu+a)/dE)T]T

Da mesma forma que para & velocidades generalizadas % .1, podemos obter a relacéo
entre WV, e 0 vetor de velocidades dejunta do/dt, através de uma natriz jacobiana®Je(q):

Vo = %Jo(q).dg/at
onde %Js(q) = 3°Lo(q)/dq".

A derivada d(°Py.1)/dt representa avelocidade linea da ferramenta, %vn.+1. Por outro lado,
o vetor de velocidade anguar da ferramenta %1 se relaciona com d°®y../dt através da
matriz Ro:

0 O -S(p C(@ (0] (0]
N+ = 0 cop spsB d"®y1/dt = Re.d Do /dt
0 @

[




Lembrando que "Vns1 = [Pons1’ Vnea']T, temos:
N1 = To.No

Naequacd adma, amatriz To €dadapor:

quz Rq> 0
o 1

Onde | e 0 representam a matriz identidade 3x3 e a matriz nula 3x3, respectivamente..
Ccomo W =%Jy(q).dg/dt, temos:

N1 = To. Vo = To.%Jo(q).do/dt

Por outro lado, ®Vn:1 = %X(q).dg/dt. Assim, comparando estas duas expressdes, temos

“X0) = To."Jo(0)

Exemplo: dado o manipulador articulado danar de trés graus de liberdade mostrado ra
figura aixo, determine o jacobiano que relaciona o vetor de velocidades de junta, dg/dt,

com o vetor de velocidades generalizadas, Vo = d’Lo/dt = [dx/dt dy/dt dg/dt]", onde
(x,y) éaposicdo da ferramenta e € 0 seu anguo de orientacdo em relacéo a0 exo X.

S

Figura 3.10. Rob6 manipulador articulado plarar com trés graus de li berdack.

A localizacdo daferramenta em relacdo a base pode ser determinada facilmente através do
célculo da cinemética diretado robd, °Lo = [X Yy 4", onde:



X=L1.C1+ L2o.Cio+ L3.Cizs

y=Lis + Lasiz + La.Siz3

@=01+6,+06;

Derivando ovetor de localizagdo °Lo em relacgio ao tempo, obtemos o vetor de velocidades
generalizadas Vo = d’Lo/dt = [dx/dt dy/dt dq/dt]” em funcdo das velocidades de juntas
dg/dt, once:

dx/dt = -(L1.S1 + L2.S12 + L3.S123)d01/dt — (L2.S12 + L3.S123)d02/dt — (L 3.S123)dB/lt

dy/dt = (L1.C1 + L2.Ciz + L3.C123)d04/dt + (L2.Cr2 + L3.Cr23)d02/dt + (L 3.C123)dO5/dlt

dq/dt = dBy/dt + dB,/dt + dBs/dt

Colocando em evidéncia & vel ocidades de junta podemos obter a expresséo matricid:
Vo = Jo(q).da/dt

onde o jacobiano %J»(q) é dado por:

(L1.C1 + L2.C12 + L3.Cizs) (L2.C12 + L3.C1s) (Ls.C1s)

. —(Lisi+Losiz+ Lasizs)  —(L2.Si2+ La.Sizs) —(L3.s129)
Jo(q) =
1 1 1



