2. CINEMATICA

2.1. Representacdo de Posicdo e Orientacao:

Sisemas Referenciais:

Para locdizar um corpo rigido no espag tridimensional, um sistema referencial €
associado ao mesmo.

Um referencial associado aum corpo rigido € fixo no mesmo.

Qualquer ponto do corpo rigido posalird mordenadas invariantes no seu referencial
associado.

referencial serdidentificado por umaletraentre chaves. Exemplo: {A},{i}, etc.

Os referenciais sdo definidos por trés vetores unitarios ortogonas: X, Y, Z.

Figura2.1. Representac® dalocdizac® de corpos rigidos por mao de referercias.

L ocalizacdo de um Corpo Rigido em relacdo a um Referencial:

A locdizac® de um corpo rigido B em relacd® a um referencial qualquer {A} é
definida pela locdizac@ do seu referencial associado { B} emrelacd a{A}.

A locdizac® de {B} emrelacd® a{A} écompetamente dfinida egpedficando:
aposicéo de{B} emrelac® a{A}

aorientac® doseixosde { B} emrelacd® aoseixosde{A}.

Representacdo de posicaode{B} em relacdoa {A}:

A posicép de {B} em relac® a {A} é definida pelo vetor de posicd “Ps ligando a
origemde{A} aorigemde{B}, expresso em coordenadas de { A}:

AI:)B = [Apr ApBy Asz]T



Figura2.2. Posicéo de umreferencia { B} emrelagc@® aum referencial { A}.

Exemplo: considere dois referenciais {A} e {B} com a mesma orientac®, com a
origem de {B} locdizada a5 uwnidades ao longo do eixo xa. Considere um ponto P,
expres® em {B} como BP=[2 2 1'. Determine aposicé® de{B} emrelacé® a{A}
bem como arepresentacé do ponto Pem {A}.

Ya VB
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T
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Figura2.3. Posicd em um referencial { B} trandadado ao longo do eixo xa de{A}.

Solucdo: A origem de {B} esta locdizada no ponto (5, 0, 0) em coordenadas de {A},
portanto, aposicéo de{B} emrelac@® a{A} é dada por:

"Ps=[5 0 Q'
Como os dais refererciais possuem a nesma orientacao:

"P="Ps+°P=[5 0 Q"+[2 2 17=[7 2 1T

Representacdo de orientacdode{B} em relacdoa {A}:

A orientac® de {B} em relac® a {A} é definida pela matriz de rotac® “Rg de
dimensdo 3x3, ortogonal, cujos vetores colunas s0 0s exos unitarios de{B} expresss
em coordenadas de{A}:

ARB — [AXB AyB AZB]



Figura2.4. Orientac&® de um referencial { B} emrelagc@® aum referencial { A}.

A matriz “Rg é uma representac® redundante de orientag®, visto que posaii nove
elementos que satisfazam a seis restricdes (0s trés eixos so unitarios e ortogonas):

(AXB)T.AXB =1 (AyB)T-AyB =1 (AZB)T.AZB =1
(AXB)T-AyB =0 (AyB)T-AZB =0 (AZB)T.AXB =0
Portanto, a matriz “Rg é ortogonal, ou sgja:

(ARB)—l — (ARB)T

Se dois referenciais { A} e { B} possuem a mesma origem, um ponto P é expreso nos
referenciais{ A} e{B} respedivamente como:

*P="p "py "pd’ "P=["p °py °pd’

Conhecendo a representacé de P em { B}, ®P, bem como a representacé@ dos eixos de
{B} en{A}, é posdve encontrar arepresentacé® de P em{A}, *P:

AP: [BXAT.BP BYAT-BP BZAT.BP]T — [BXA ByA BZA]T.BP 0 AP: BRAT.BP: ARB.BP

De forma equivalente, P = BRa.*P, portanto:

AP="Ra.PP="RgPR.AP O ARgPRa=1 O BRa = (“Re)™* = (“Re)’

Dadostrésreferenciais{ A}, { B} e{C} com origens coincidentes, temos:

AP="Rg.”P, PP="Rc.P, "P="Rc.P O "P="Rg.°Rc.P 0 "Rc="Rs.°Rc

A matriz “Rg pode ®rrepresertada entdo como “Rg = “Re.°Rg = (“Ra)".“Re. Assm:
(CXA)T.CXB (CXA)T-CYB (CXA)T.CZB

ARB:[ (Cya)! xg Cya) Cys (Cyn) 28 ]

(CZA)T.CXB (CZA)T-CYB (CZA)T.CZB



Note que cala demento da matriz € representado pelo produto interno entre um eixo
unitario de { A} e um eixo unitario de {B}, sendo portanto igual ao cosseno do angulo
entre des. Por esta raz#®, a matriz de rotac® “Rg é também chamada de Matriz de
Cos®nos Diretores. Os valores dos cossenos diretores so independentes da escolha do
referencial { C}.

Exemplo: considere dois referenciais coincidentes, {A} e {B}. Suponha que {B} gira
um angulo 6 em torno do eixo “zz. Encontre a netriz de rotac® “Rs = R(z,0):

Zp, ZB

Figura2.5. Rotag@® emtorno do exo za.
Dafiguraacima, atraves de smples relacdes trigonométricas, temos:
"xg =[cog(B) sen(®) 0" “ys=[-sen(®) cog(B) 0" “zz=[0 O '

cos(0) -sen(B) 0
0 "Re=R(z0)=| sen®) cos(6) 0
0 0 1

De formaardoga, para rotagdes em torno dos eiXos Xa € ya, temos respedivamente:

1 0 0
0 *Rg=R(x,0) = 0 cos(8) -sen(B)
0 sen(@) cos(B) |

cos(6) 0  sn®) |
0 1 0
| s=n® 0 cos(®) |

0 *Reg=R(y,0) =

Exemplo: considere dois referenciais coincidentes, {A} e {B}. Suponha que {B} gira
um angulo 6 em torno do eixo “zz. Considere um ponto P expres em coordenadas de
{B}, BP. Encontre a representacé do mnto P em coorderades de{A},*P:



Zp, ZB Px

Figura 2.6. Rotagc& de um ponto em torno do exo za.

Dafiguraacima, através de relacdes trigonométricas smples, temos:

B, —A

"Px = "pr.cos(8) + “py.sen(®) °Py = "py.cos(®) - “py.sen(6) P:="p;
Resolvendo para”py, “py, “pz:
" = *pr.cos(8) - *py.sen(6) *py = "p.sen(8) + °py.cos(6) *p.="p:
Que em nota¢d matricial, como era de espera, corresponde a:

" cos(6) -sen(6) O ®px

"oy | =] sen®) cog®) O | ®py O “P=R(z0).P

b, 0 0 1 ®p,

Outras representacdes de orientacao:

A matriz de orientac® “Rg representa aorientac® de {B} em relac® a {A} de modo
redundante, visto que seus nove dementos posalem seis relagdes de dependéncia (as
colunas de “Rg sd0 vetores unitdrios e perpendiculares entre s). Assm, de forma
analoga a epedficac®d de posicéo, trés parametros independentes 8o suficientes para
espedficar orientacd® no espaq tridimensional. Existem varios esquemas e mnvencoes

utilizedos parafaze estaespedficac®. A segur, apreentaremos dguns deles.

Angulosde Euler ZXZ:

Neste esquema, a orientacd de { B} emrelacé a{A} é representada por trés angulos de
rotacé (@, 8, ), exercutados nessa ordem, respedivamente, em torno doseixosz, x ez
de um referencial mével, inicialmente mincidente om {A} e dinhado com { B} apds as

trésrotagdes. A matriz derotacé equivalente a (¢, 6, W) é dada por:

Resy = R(z,9).R(x,6).R(z,y)

Definimos a seguinte nomenclatura: sen(06) = sB, cos(0) = c6. Assm:



Figura2.7. Angulos de Euler ZXZ.

cp -sp O 1 0 O cy -sy O
Resy = sp cg O |.|] 0OcOB-B |.| s cy O
0O 0 1 0 sB cB 0O 0 1

| (cpoy - spoB.sy) (-cosy-spcB.oy)  (spsh)
U Rey= | (spcy+copcBsy) (-sp.sy +cpch.ed) (-cp.s0)
(s.9) (sB.c) (c8)

Conhecendo-se arepresentacé da orientagc& naformade uma matriz de rotac@® Ry, €
possvel encontrar os angulos de Euler ZXZ a partir de relagdes entre os sus elementos.
Para evitar ambiglidades, utilizaremos a fungd arco-tangente definida nos quatro
guadrantes, atan2(a, b) = arg(a +j.b) = argumento do nimero complexo a +j.b, de tal
modo que 8 = atan2(sen(6), cos(0)) = atan2(k.sen(0), k.cos(8)), comk > 0. Assm:

p= atan2(R13,-R23) 0= atanZ(i[R312+R322] 2 , R33) llJ = atan2(R31, Rgz)

Verificase que asolucéo para os angulos de Euler ndo é Unica Existem dois conjuntos
de &gulos posdveis dependendo do sinal da raiz quadrada. Tomando o sina positivo, 0
que guivale alimitar © ao intervalo 0 < 0 < 11, eiminamos esta anbiglidade. Verifica
se também que, para® = 0 ou 6 = 11, a solugéo degenera (ocorre uma divisdo por zero), o
que resultaem infinitas solugdes. | sto ocorre porque asrotagdes ¢ e Y ocorrem em torno
do mesmo eixo espada e o angulo resultante da soma destes angulos pode ser obtido de
infinitos pares (¢,P) diferentes. Neste caso, € recesario arbitrar um deles. Assm:

Paraf6=0 0 ¢+ Y = aten2(R21,R11)

Parab=mt 0O @ - Y =atan2(R21,R11)

AngulosdeEuler ZYZ:

De forma andloga @ caso anterior, neste esquema, a orientac® de {B} em relacé® a
{ A} é representada por trés angulos de rotacd® (¢, 6, U), exeatados nessa ordem,

respedivamente, em torno dos eixos z, y e z de um referencial moével, inicialmente
coincidente com {A} e dinhado com {B} ap0s as trés rotagdes. A matriz de rotacd®

equivalente a (¢, 6, ) é dada por:

Resy = R(z,9).R(x,6).R(z,y)



Figura2.8. Angulos de Euler ZYZ.

co -sp O c6 0 s cy - O
Reay = sp co O |./ 0 1 O | spcp O
0O 0 1 -0 0 cH 0O 0 1

| (cpcB.oy - spsy)  (-cpcB.sp - spoy)  (cpsh)
U Rey= | (spcOcd+copsyp) (-sp.co.sp+cpcy) (spsd)
(-s0.c) (s0.5) (c8)

Usando a mesma metodologia do caso anterior, € possvel obter a relac® inversa, que
expressa os angulos de Euler ZY Z em funcdo de umamatriz de rotacé equivalente:

p= atan2(R23, R13) 0= atanZ(i[R312+R322] 2 , R33) llJ = atan2(R32,-R31)

Novamente, dois conjuntos de agulos de Euler satisfazan a solugéo. Tomando o sindl
positivo da raiz quadrada, o que equivale alimitar 6 ao intervalo 0 < 8 < 11, eliminamos
esta anbiglidade. Da mesma forma do que no caso anterior, verificase também que,
para® = 0 ou 0 = 11, a solucéo degenera (ocorre uma divisdo por zero), o que resultaem
infinitas olucdes, as quais 80 devidas a ocorréncia de duas rotacBes em torno do
mesmo eixo. Assm:

Para®=0 O U + @=at@n2(Rz21,R11)
Parab=mt 0O Y - ¢=atan2(R21,-R11)
AngulosdeEuler ZYX:

De forma andloga as casos anteriores, neste esquema, a orientacd de {B} emrelacd a
{ A} é representada por trés angulos de rotacd® (¢, 6, U), exeatados nessa ordem,
respedivamente, em torno dos eixos z, y e x de um referencial moével, inicialmente
coincidente com {A} e dinhado com {B} ap0s as trés rotagdes. A matriz de rotacé®
equivaente a (g, 6, Y) € dada por:

Resy = R(2,9).R(x,6).R(z,¥)

co -sp O c® 0 sO 1 O 0

Resy = sp co O (.| O 1 O[] O cy -sy
O 0 1 -8 0 c6 0 sy cy



(cp.cB) (co.s0.sp-spcy) (copsD.cy + spsp)
0 Reay = (sp.cO)  (sp.sO.sp +co.cd) (spsB.cy - co.sp)
(-sB) (c6.sh) (cO.cy)

Figura2.9. Angulos de Euler ZYX.

Usando a mesma metodologia dos casos anteriores, € posdvel obter a relac® inversa,
gue expressa 0s angulos de Euler ZYX em funcdo de uma matriz de rotac®
equivalente:

p= atan2(R21, R]_]_) 6= atan2(-R31,i[R322+R332] 1/2) llJ = atan2(R32, R33)

Novamente, dois conjuntos de agulos de Euler satisfazan a solugéo. Tomando o sindl
positivo da raiz quadrada, o que ejuivale alimitar 6 ao intervalo -2 < 0 < 172,
eliminamos esta anbiglidade. Da forma semelhante abs casos anteriores, verificase
também que, para 6 = -T2 ou 6 = 172, a solugd degenera (ocorre uma divisdo 0/0), o
gue resulta am infinitas lucdes, as quais 80 devidas a ocorréncia de duas rotagdes em
torno do mesmo eixo. Assm:

Para®=-112 O v+o= atan2(-R12,R22)
Para@®= 112 O (llJ - (p) = amZ(Rlz,Rzz)
Os éangulos de Euler ZYX s30 também chamados de &gulos de Rolamento,

Lancamento e Guinada (Roll, Pitch, Yaw), termos derivados dos movimentos de rotacé
de naves ou agonaves em torno dos seus exos principas.

A\ 4

¢
o~
N

y

Figura2.10. Angulos de Rolamento, Lancamento e Guinada: ¢, 6, .



Representacao equivalente Angulo/Eixo :

Neste esquema, a orientacd de {B} em relacd a { A} € de forma redundante por meio
de quatro parametros. as trés componentes (kx, ky, k;) de um eixo unitério diredonal k e
um angulo de rotacé 6 em torno deste @xo. Observac®: usando um eixo ndo unitario,
0 angulo de giro 6 pode ser codificado no modulo do vetor k, de modo a utilizar apenas
trés pardmetros (representacé® ndo redundante da orientacé).

A matriz de rotacé equivalente Ry pode ser obtida apartir de (kx, Ky, Kz, 6) usando o
seguinte procedimento:

» Alinhar o eixo k com o eixo z do referencia {A} através de duas rotagdes. giro de
um angulo o em torno do eixo Xa, seguido de um giro de um angulo -3 em torno do
€iX0 Ya.

e Girar um angulo 6 emtorno do eixo za (que agora coincidecom o axo k).

* Retornar o eixo k ao seu dinhamento original revertendo as duas rotagdes iniciais.
um giro de um angulo 3 em torno do eixo ya seguido de um giro de um éngulo a em
torno do exo Xa.

YAA

XA

Kx

Figura2.11. Rotacd de um angulo 8 em torno de um eixo arbitrario k.

Rie = R(X,-0).R(y,).R(z.8).R(y,-B).R(x,)

10 0 cBOsP c9-s8 0 cB 0 sB 10 O
0O Rew=] Ocasat |.] 010 |.|] OO0 (. 01 O |. Ocao-su
0-sa ca -30cp 0 01 -3 0 cf 0 sa ca



Definindo vO = vers(0) = 1 — cos(0) e substituindo os termos dependentes de a e [3 por:
sa = ky/[ky%+ kM ca = kol[ky 2+ k7)Y B = ky B = [kP+ kA2

(K2VO+CO)  (KkyVO-kpB)  (KukzVO+ky.50)
O Ro= | (kekyvO+ko8)  (k2v0+cO)  (K,.Ky.VO-Ky.5D)
(KK VO-Ky.SB) (K. KpVB+k(.S0)  (k2VO+CO)

A partir de relagdes entre dementos da matriz adma, é posdvel obter a representacé
angulo-eixo equivalente a representaca Rye:

0= COS_l((R11+R22+R33- 1)/2)
kx = (Rgz— R23)/(259) ky = (R13- Rgl)/(ZSG) kz = (Rz]_- Rlz)/(ZSG)

A solucédo adma évalida 0 < 6 < 1. Para uma dada matriz Rye, existem duas lucdes
posdveis. (k, 8) e (-k, -0). Verificase também que, para ® = 0 ou 6 = 11, a solugéo
degenera (ocorre uma divisdo por zero), o que resulta em infinitas olugdes, (0 eixo k
torna-se indefinido). Assm, para pequenos angulos, a solucéo é mal condicionada.

Exemplo: dados os referenciais {A} e {B} mostrados na figura &aixo, obtenha a
meatriz de rotacé “Rg bem como a sua representacé em angulos de Euler ZXZ, ZYZ,
ZYX ea repreentacaoequvalente angulo/eixo.

A
Ya, ZB

»

Xa, YB

Zp, XB

Figura2.12. Exemplo de orientacé relativa entre dois referercias.

Expressando oseixosde{B} em {A}, obtemos asua orientacé relativa:

01 0
ARg = 0 0 1
1 0 0

Osangulos de Euler ZXZ sdo dados por:

Q= atan2(R13,-R23) = a16n2(0,-1) =T
0 = aen2([Rs1*+Rs7) Y2, Rsa) = aan2(1,0) = 12
llJ = atan2(R31, Rgz) =112



Osangulos de Euler ZY Z séo dados por:

p= atan2(R23, R13) = a13n2(1,0) =172
0 = aen2([Rs1*+Rs7) Y2, Rsg) = aan2(1,0) = 102
llJ = atan2(R32,-R31) = atanZ(O,-l) =M

Para 0 caso dos angulos de Euler ZYX (roll, pitch, yaw), temos que @ é indefinido, pois
@ = atan2(R21,R11) = atan2(0,0). Neste caso, teremas infinitas solugoes:

0 = atan2(-Ray,[Rs*+Rs37] Y?) atan2(-1,0)= -1v2
LIJ + (p: aBnZ(-Rlz,Rzz) = aTHIZ(-l,O) = ‘TVZ

Para obter uma solucéo € necessario arbitrar um dos angulos. Impondo o angulo ¢ = 0,
temosque Y = -T02.

A representacé equivalente Angulo/Eixo é dada por:
0 = cos™((Ru1+Ro+Ra3-1)/2) = cos™(-1/2) = 2173
kx = (R3z-R23)/(2.90) = -(1/3)2
ky = (Ris-Ra1)/(2.0) = -(1/3)
ks = (Ro1-R12)/(2.80) = -(1/3)"2
2.2. Transformacgoes Homogéneas:

M apeamentos:

Dados dois referenciais {A} e {B} e um ponto P, conhecendo as coordenadas ®P do
mesmo no referencial {B}, as coordenadas “P do mesmo no referencial { A} podem ser
obtidas, desde que se mnheca aposicéd “Pg e orientacé® “Rg de {B} emrelac® a{A},
através de um mepeamento de ®P para”P. A seguir, define-se { U} como um referencial
universal.

M apeamento de Trandacao:

Um mapeamnento de trandac@® caaderizase por mapea um ponto de um
referencial {B} para um referencial {A}, onde {A} e {B} possiem origens diferentes
mas orientagdes coincidentes (“Pa # “Ps, "Ra = YRg). Como {A} e {B} poswem a
mesma orientacd®, as coordenadas de P em {A} podem ser expressas diretamente
através de uma soma vetorial:

Ap=Bp 4 Ap,



Figura2.13. Mapeamnento de Trandaca.
M apeamento de Rotacao:

Um mapeamento de rotac@® caaderiza-se por mapea um ponto de um
referencial { B} para um referencial { A}, onde { A} e {B} possiem origens coincidentes
mas orientagdes diferentes (YPa = YPs, “Ra # "Rg). Como {A} e {B} poswuem a
mesma origem, as coordenadas de P em { A} podem ser expressas como a projecé de
®P nos eixosde { A} :

A A

px — BXAT.BP py — ByAT.BP Apz — BZAT.BP
ou, matricialmente,
AP: [BXAT.BP ByAT.BP BZAT.BP]T — [BXA ByA BZA]T.BP D AP: BRAT.BP

Mas, como PRa é uma matriz ortogonal, ®Ra’ = ®Ra™ = *Rg , assm, o mapeamento de
rotacé é definido por:

AP — ARB. BP

Figura2.14. Mapeamnento de Rotaca.



M apeamento Geral:

Quando os gstemas de referéncia {A} e {B} diferem tanto em posicdb como em

orientac® (“Pa # YPs, "Ra # "Rs), a representac® de um ponto P em { A} pode ser

obtida a partir da sua representacaoem {B} através do seguinte procedimento:

« Por meio de um mepeamento de rotac®, obter a representacé® 'P de P em relacé® a
um referencial intermediério {1}, tal que este possuia amesma origem que { B}, mas
estgjadinhado com o referercid {A}, PP = “Ps e YR = "Ra).

IP — IRB.BP — ARB.BP

« Representar 'P em { A} através de um mepeamento de trandac:

Ap='p+'Py='P+AP;

Asim: *P="Rg.BP +"P;

Figura2.15. Mapeamnento de Geral.

Transformacdo Homogénea:

O mapeamnento geral pode ser representado matricialmente da egunte maraira:

AP — ARB APB . BP
1 000 1 1
onde: AR “Ps = g
000 1

ATs é aMatriz de Transformac@® Homogénea que representa de modo compado a
posicéo e orientacd® de {B} emrelacd® a{A}. A linhainferior da equac&® matricial foi
aaescentada de modo a resultar numa matriz “Tg quadrada 4x4 para aqual exista
matriz inversa. Os vetores de posicép 4x1 (Ultimo elemento igual a 1) sdo vetores de
coordenadas homogéneas. Doravante, para fins de smplificac®, usaremos a
nomenclatura P tanto para vetores de posici 3x1, como para vetores em coordenadas
homogéneas, sempre gue 0 contexto torne obvio as suas dimensdes.




Operadoresde M ovimento:

O movimento de um referencid em relacd® a outro pode ser descrito usando
transformagdes homogéneas apropriadas que definam as mudangas de posicdo e
orientacd relativas ao se passr de um referencial paraoutro.

Operadoresde Trandacao:

Dado um vetor “Pg, 0 Operador de Trandaca T(*Ps/I*Ps,I*PsL) aplicado sobre um
vetor BP o trandada uma distancia ("Ps] a0 longo da direc® do vetor unitario
APg/[I*PsL], resultando no vetor transladado “P (em coordenadas homogéreas):

AP = T(*Pe/*Ps[, P 0).°P

onde, sendo | a matriz identidade 3x3:

T(APs/T'Ps0,'PsD) = [ ! APg ]
000 1

Outra maneira de aordar este problema é onsiderar o ponto P fixo em relacé® ao
referencial {B}, inicidmente mincidente wm o referencial {A}. A seguir, dedocar a
origem de {B} até aposicé “Ps relativa a{A} através de um movimento de transacé®
(mantendo a sua orientac® paraela aorientacd® de { A}). Conseglentemente, o ponto
BP sofrerd também uma translac@® em relacé® ao referencia {A}, visto que BP é fixo
em {B}. Conhecendo ®P e o movimento de translac® de {B} em relacé® a{A}, (“Ps),
o operador de transacé® permite obter a representacé® “P do ponto trandadado em
relac@® ao referencia { A}. Deste modo, em coordenadas cartesianas, temos.

Ap=Bp 4 Ap,

P/

(A} ={B)

Figura2.16. Operador de Trandaca.



Assm, os operadores de trandac@ para um deslocamento linea d ao longo dos eixos X,
y e z sA0 dados respedivamente por:

1 0 0 d
Txd)=] 0 1 0 O
O 0 10
0 0 0 1
1 0 0 O]
Tyd=1| 0 1 0 d
O 0 1 O
. 0 0 0 1
1 0 0 0]
Tzd)=| 0 1 0 O
O 0 1 d
0 0 0 1
Operadoresde Rotacao:

Dado um vetor unitério k e um angulo 6, o Operador de Rotacd® R(k,0), quando
aplicado sobre um vetor ®P, faz ®m que ete gire o angulo B em torno do eixo Kk,
resultando em um vetor rotadonado “P, em coordenadas homogéness:

AP=R(k,0).BP

R(k,0) = "Rs

— OOO

00O

onde “Rg é amatriz de rotacé 3x3 equivalente & representacdoangu o/eixo (k, ). Outra
maneira de ordar este problema é onsiderar o ponto P fixo em relac® ao referencial

{B}, inicidmente mincidente cm o referencial {A}. A seguir, girar {B} aé a
orientac® “Rg relativa a{ A} através de um movimento de rotacé 6 em torno do eixo
k, (mantendo a origem de { B} coincidente com a origem de { A}). Conseqlientemente, o

ponto P sofrera também uma rotacé em relacé ao referencial { A}, visto que 2P éfixo
em {B}. Conhecendo ®P e o movimento de rotac® de {B} emrelac® a{A}, (“Ps), 0
operador de rotac permite obter a representac® “P do ponto rotadonado em relacé®
ao referencial { A}. Deste modo, em coordenadas cartesianas, temos:

AP: ARB.BP



Bp

{A} ={B}

Figura2.17. Operador de Rotacé.

Assm, os operadores de rotac@® para um deslocamento angular 6 em torno dos eixos X,
y e z sA0 dados respedivamente por:

1 0 0 O
R(x,0) = 0 cOB -8 O
0O sb c6 O
. 0 0 0 1 |
c6 0 s6 O
R(y,0) = O 1 0 ©O
-6 0 c6 O
. 0 0 0 1]
1 0 0 0]
R(z,0) = 0O c6 -8 O
0O sb c6 O
| 0 0 0 1|

Operadoresde Transformacao:

Um Operador de Transformac# aplicado sobre um vetor P resulta num vetor
AP (em coordenadas homogéneas), movimentado para uma locdizac® genérica en
relacd® a sua locdizac@® inicial. Esta nova locdizac@® pode ser melhor descrita
matematicamente mwmo uma cmbina¢d® de uma operacd de rotacd® de um angulo 6
em torno do vetor unitério k seguida de uma operac@® de trandacéd por uma distancia
[I*Psao longo de um eixo unitério *Pg/*PsL.

Assm, em coordenadas cartesianas, a operaca de transformac@ geral pode ser descrita
matematicamente como:

AP = ARg.BP + AP,

Onde “Rg representa amatriz de rotac# equivalente arotaca de um angulo 6 em torno
do vetor k. Entdo, o operador de trandformacéb geral é dalo por:



ATe = T("Po/' PO *Ps0) R(kO) U ATB=[ oAgBo A';B]

O operador de transformac@® “Tg, aplicado a um ponto 2P (em coordenadas
homogéneas), resulta no ponto P (também em coordenadas homogéneas):

AP: ATB.BP

{A} ={B} {A} {A}

Figura2.19. Operador de Transformaca.
Exemplo: Dado o referencia {B} rotadonado 45° em torno do eixo za e trandadado a
uma disténcia de duas unidades ao longo do eixo xa do referencial { A}, determinar as
coordenadasdo ponto 2P=[1 1 Q" emrelac#® ao referencia {A}.

B_P

{A}

Figura2.20. Exemplo de operador de transformaca.

A cos(45°’) -sen(45’) 0
"Pe=[2 0 Q' Re= | sen(45) cos(45%) 0
0 0o 1
1
A _ A A B (1/2)1/2 '(1/2)1/2 0 2
P|=| "Re "Ps || "P W22 (12" 0 0 cl)
0 0 1 0
1 000 1 1 0 o 0 1 1

0 *P=[2 (W2)"



Aritmética de Transfor macoes:

Transformacao Composta:

Problema: conhecendo a locdizac® de {C} em relacé a{B} e alocdizac® de
{B} emrelacd® a{A}, determinar alocdizac@® de {C} emrelacd® a{A}.

Solugéo: dado um ponto P representado em { A}, {B} e{C},
BP — BTc.CP, AP — ATB.BP, AP — ATc.CP
Ent&o,

AP=ATgBP="pP= ATB-(BTC-CP) = (ATB-BTC)-CP O ATc="Te.PTc

0 ATe=| (*RePRo) (“Ps +”Rs.*Pc)
000 1

Transformacao I nversa:

Problema: conhecendo a locdizac® de {B} em relac® a {A}, determinar a
locdizac® de{A} emrelacd® a{B}.

Solucéo: dado um ponto P representado em { A} e{B},
Ap = ARB.BP + APB 0 Bp = ARB—ll(AP ) APB) — ARBT.AP ) ARBTlAPB

Entao, o operador matricial que reladona “P a®p &

BTA — ATB—l — (ARBT) (‘ARBT.APB)
00O 1

Equacdes de Transformacao:

As transformagdes homogéneas permitem descrever a locdizac® relativa de rpos
rigidos. Muitos problemas de robética enwvolvem a determinacé da locdizac® relativa
entre dois referenciais a partir do conhedmento da locdizac@® relativa destes em
relac® a um tercero referencial. Nestes casos, € possvel estabelece uma equacéd de
transformagdes, a qual pode ser resolvida utili zando as regras aritméticas de mmposi¢céo
e/ou inversio de transformagbes homogéneas. Assm, por exemplo, conhecendo “Tg e
AT, é posdvel obter BTc. Assm:

AMc="TePTc O PTa’Tc=°Ta TePTc O (*Te)™. Tc=("Te)" Ts.’Tc

0O BTe=("Te)™"Tc



Exemplo: sgja a céula de trabaho mostrada na figura &aixo e dados os referenciais
{B} (Base), {G} (Garra}, {E} (Estac;a)) e{O} (Objeto} determinar ®To a partir das
transformagdes homogéneas conheddas ®Tg , ®Tg , FTo.

)‘ﬂj}

S G —
BTG To="7

\+ (0}
) _ET}JR? g

== Te YE

Figura2.21. Exemplo de equacé de transformacao.

Solugéo: ®To= °Ts.PTo = °Te.C®Te.FTo) = T .(°Te."To)

2.3. CinematicaDireta:

O Problema da Cinematica Direta:

Do ponto de vista dnemético, o robd manipulador pode ser considerado como
um conjunto de arpos rigidos, (chamados €los), interligados numa caleia dnematica
aberta aravés de juntas, com uma extremidade fixa na base do manipulador e com uma
garraou ferramentafixa na outra extremidade, queélivre.

Elo: corpo rigido que define arelac@® geométrica antre dois eixos de juntas vizinhas na
cadeia dnemética Para identificar €los usaremos nimeros inteiros, de aordo com a
seguinte nvencdo: a base do manipulador € 0 e€lo zeo; 0s €los sguintes o
numerados em ordem crescente na cackiacinemaica,da base até aferramenta.

Junta: conexdo entre dois €los vizinhos na caleia dnemética A partir do seu eixo se da
a movimentac@® relativa entre dois elos vizinhos. Para identificar juntas usaremos
nimeros inteiros, de aordo com a seguinte mnvencéo: a junta mais préxima da base do
manipulador € ajunta 1; as juntas fguintes 0 numeradas em ordem crescente na
cadelacinendtica, da bae &é a ferramenta.

Variavel de Junta: grandezaque mede o deslocamento relativo entre dois elos vizinhos
{i-1} e {i} interligados pela junta i. Para uma junta genérica i, utilizaremos a
nomenclatura g; para denotar a variavel de junta ss<ciada. Se ajuntai for rotadonal, a
varidvel dajuntai é o angulo de junta 6;. Se ajuntai for prismatica a variavel dajunta
i € 0 dedocamento de junta d. Um robd de N graus de liberdade posaui N variaveis de
junta, que sdo representadas pelo vetor de varidveis de junta g de dimensao Nx1.




O problema de Cineméica Direta de robds manipuladores consiste em
determinar a locdizac® da garra (e eventuamente de cala do do manipulador) a
partir do valor atual das varidveis de junta (angulos ou deslocamentos de junta). O
problema da dnematica direta pode ser resolvido para qualquer robd manipulador serial
utilizando transformagdes homogéneas que reladonam a locdizac® de um e€lo em
relac® ao elo anterior na calela dnemética A solucdo do problema da dnematica
direta é Unica Esta solucéo pode ser obtida en forma analitica fechada ou em forma
numéricaatraves de um procedimento sistenatico.

A seguir, apresenta-se um metodo sistematico para solucéo do problema da
cinemética direta de rob6s manipuladores. Para esta solucéo € necessrio caraderizar
matematicamente o0s elos do robd através de referenciais e par@metros cinematicos
atribuidos de a®rdo com convencbes apropriadas. A notacd® Denavit-Hartenberg é
uma destas convencgdes que permite solucionar o problema da dnemética direta de uma
maneira smples e sistemédtica

Notacdo Denavit Hartenberq:

Convencéo para atribuicdo de Referenciaisde Elo:

* Os €elos s50 numerados partindo da base do robd, a qual ascia-se o referencia {0},
e prosseguindo em ordem crescente na caceiacinemaicaem direcéoa ferramenta.

* As juntas correspondentes 50 numeradas da mesma maneira, recéoendo 0 mesmo
nimero que o €lo que, dentre os dois que sd0 asciados a mesma, sgja 0 mais
distante da base na cackiacinemaica

* O eixo z do referencial do elo {i} é mincidente com o eixo de movimento da junta
I.

A origem de {i} é estabeledda na intersecé@® entre 0 eixo z e aretanormal a z e
Zi+]_.

* Oeixo x; éestaleleddo sobre areta normal a z; e zi.; e apontando de z; para zj+;.

» Oeixoy; édefinido pelaregradaméo direita.

Casos espedais.

* O eixo z interseda 0 X0 z+1: 0 X0 X; € estabeleddo sobre areta normal ao plano
formado por z e zj+1, nadirec@® do vetor zxz;.;.
» Extremidades da cackiacinemaica
« A base do robd é fixo um referencial {0}, que define abitrariamente a
locdizac® do elo {1} paraaqua avaridavel dajuntal €igual azero.
* O referencia {0} € dribuido de maneira a ser coincidente cm o
referencial {1} quando a variavd dajunta 1, g, for igual azero.
* Ao ultimo elo (no qual esta fixa aferramenta) sdo fixos dois referenciais. um
na juntaassociada (referercid {N}} e outro naponta ca ferramenta{N+1}.
* O referencial {N} é dribuido de maneira a ser coincidente mwm o
referencial de do {N-1} quando a variavel dajunta N, gy, for igua a
zeo.
* O referencial {N+1) é posicionado na ponta da ferramenta e om a
mesma orientaca do referencial {N}.



Descricao Cinematica de Elos:

Comprimento do €lo i: &, distdnciaentre z; e zj.; medidaao longo d &xo X;.

angulo detorcéo do €o i: aj, angulo entre z; e zj+1; medido em torno do eixo X;.

Zi+1

Figura2.22. Pardmetrosde do.

Descricao Cinematica de Juntas:

Dedocamento dajuntai: d;, distancia entre x;.; € x; medidaao longo do exo z.

Angulo dajuntai: 8;, angulo entre xi.; e x; medido em torno do eixo z.

Variavel dajuntai: g, € igua ao angulo dajunta 6; se ajuntai for rotadonal ou € igual
ao dedocamento da junta d; se ajuntai for prismética Grandezaque varia a adonar o
atuador dajuntai, resultando no movimento relativo entre oselos{i-1} e{i}.

Figura2.23. Pardmetros de junta.



Transformacdes de Elo:

De aordo com as convencdes adma, a locdizaca® do referencial do elo {i} em relac@®
a0 referencial do elo anterior {i-1} pode ser obtida a partir de uma seqiéncia de
trandagdes e rotagdes ao longo dos eixos x; e z;: rotac@ 6; em torno de z; e trandaca d;
ao longo de z;, seguidas de rotac@ a;.; em torno de x; e trandac® a1 ao longo de x;.

T = T06:3.)-R(.011).T(2,00)-R(z:.8)

(c6:) (-s8) 0 &)

0 "7, = [ "R, i_lF’i] = (coias9) (caiicO) (-sti1) (-satiadh)
000 1 (sui_lsei) (SO(i_chi) (CGi_l) (CGi_ldi)
0 0 0 1

onde, cO=cos(B), SHB=sen(B), ca=cos(a), sa=sen(a)

Solucéo do Problema da Cinemética Direta:

Definidas as transformagdes de cala do de um rob6 manipulador em funcéo de da sua
varidvel de junta aciada, a solucédo do problema de dnematica direta é trivia,
podendo ser obtida pela simples composicéo de transformagdes.

OTN = OTl.sz. ...i_lTi. .N_ZTN_l.N_lTN

Exemplo de clculo de Cinemética Direta: dado o Manipulador Planar Articulado de
trés Graus de Liberdade mostrado nafigura akaixo, obtentaa sia dnematicadireta.

Figura 2.24. Exemplo de atribuic@o de referercias para cdculo de CinemaicaDireta.

Os eixos z; sdo todos paraelos, ainhados com os eixos das juntas correspondentes e
perpendiculares ao plano do robd. Os Parametros Denavit-Hartenberg séo:

i a1 Q-1 d 6
1 0 0 0 01
2 L, 0 0 0,
3 L, 0 0 03




As transformagdes de do sdo abtidas em funcdo dos parametros Denavit-Hartenberg.
Cada linha da tabela acima est asciada a umatransformac® de elo corregpondente.

091 -591 00

0Tl = 591 091 0 0
0O O 10
0O O 01

092 -592 OL,

l-I- —

2 592 092 00
0O O 10
O O 01

093 -593 OL>

2T3 = 593 093 00
0O O 10
O O 01

Ci23 -S123 0 (LiCit+L2oCio)
O °Ta= | Sizs Cizz 0 LaiSi+loSio)

0 0 1 0

0 0 0 1

onde, ¢; = c03(01), S1 = sen(B1), C12 = 005(01+62), S12 = sen(01+0.), C123 = COS(01+6,+63)
€ S123 = Sen(0:+6,+03).

Exemplo de dlculo de Cinematica Direta: dado o Manipulador PUMA de seis Graus
de Liberdade mostrado nafigura abeixo, obtentaa s1a dnemédtica dreta.

Le
y
L —>

g L
La

Figura 2.25. Atribuicéo de referenciais para um manipulador PUMA.



Os eixos z; sao todos paraelos, ainhados com os eixos das juntas correspondentes. Os
Parametros Denavit-Hartenberg so:

[ a-1 i1 d 0;
1 0 0 0 0,
2 0 -T2 Lp- Lg 0,
3 Lc 0 0 03
4 Le -TVZ Lf 94
5 0 V2 0 Bs
6 0 -T2 0 B6

A partir dos parametros Denavit-Hartenberg, obtemos as transformagdes de € o:

091 -361 00 092 -362 0 0

Ti= | B 8, 0 0 T, = 0 0 1 Lylg
O O 10 -9, B, O 0

| 0 0 01 B 0 0 0 1
, c93 -363 0 L. 3 C94 -594 0 Le
Ta= 363 093 00 Ta= 0 0 1 L
O O 10 -0, B O 0
0O O 01 0 0 0 1
C95 -595 0 0 CeG ‘596 0 0
“Ts= O 0 -1 0 Te= O 0 1 o0
Se5 95 0 0 '366 -096 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1

A partir da composi¢céo das transformagdes de do, a transformacé@ de dnemética direta
pode ser fadlmente obtida. A matriz de orientac® R e o vetor de posicéo
correspondentes sdo dados por:

R11 = C1[C23(CaCsCs - S4S6) - S2355C6] + S1[SuCsCs + CaSe]
Ri12 = Ca[-C23(C4C5Ss + SuCs) + S2355Sg] - S1[S4C5S6 - CaC
Ri13 = -C1[C23C4Ss + Sp3Cs] - S1uSs

R21 = S1[C23(C4CsCo - S4S6) - $2355Cs] - C1[SuCsCs + CaSe]
R22 = S1[-C23(C4CsS6 + S4C6) + Sp3S5S6] + C1[S4C5S6 - CaC
Ro3 = -$1[C23C4S5 + $23Cs] + C15uSs

Ra1 = -$3(C4C5C6 - SuSs) - C2355C6

R32 = $23(C4CsS6 + S4Cs) + C235555

R33 = $3C4Ss - C23Cs

Px = ci(Colc + Cosle — 23l ) —Si(Lp - L)
Py = si(Colc + Cosle —Spals) + C1(Lb - L)
P,=-SL¢- Spale—Coal s




2.4. Cinematicalnversa:

O Problema da Cinematica | nversa:

O Problema da Cinemética Inversa € fundamental no controle de robds
manipuladores. Normalmente, a tarefa é epedficada en espag catesiano, enquanto
gue os controladores atuam sobre auadores de junta, requerendo que & referéncias de
controle sgam espedficadas em espag de juntas. Deste modo, torna-se necessario
mapea referéncias espedficadas em espag catesiano em referéncias equivalentes em
espag de juntas. Assm, o problema da dnematica inversa pode ser estabeleddo da
seguinte forma: espedficada alocdizac® (posicéo e orientacd®) que se desga que a
garra dcance, determinar o valor das variaveis de junta (angulos ou deslocamentos de
junta) necessarios para levar a garra atal locdizac®. Ou sgja, a partir da espedficac@®
de °Ty", determinar o vetor de varidveis de juntaq.

Caracteristicasdo Problema da Cinematica | nversa:

A locdizac#® da garra °Ty é uma fung2o no linea transcendente das N variaveis de
junta (°Tn" = °Tn(Q)). T posai 16 elementos (quatro deles triviais) sendo que os nove
elementos da matriz de rotac® estdo sujeitos a seis restricbes. Assm, tém-se a todo
seis equagdes lineamente independentes que devem ser resolvidas para & variaveis de
junta. Ao contrario da dnematica direta, o problema da dneméticainversa ndo é trivia
e tem um complicador adicional: o mapeamento Ty — g nd é um mepeamento um-
para-um. Assm, dois problemas adicionais devem ser levados em conta: a verificaca@
da eisténcia de solucéo e aposshilidade de existirem mltiplas ou infinitas olucdes
para uma dada locdizac@® dagarra.

Existéncia de solucdes:

* Espa@ de trabaho: conjunto de todas as locdizages da ferramenta para &
guais existe solugéo para a ¢tnematicainversa. Podem existir espedficages para
T\ paraasquais ndo existe solugdo [ forado espaqo de trabalho.

» Espag de trabalho acancavel: Volume do espago que pode ser alcancado com,
pelo menos uma orientaca.

» Espaq de trabalho manipulavel: Volume do espag de trabalho que pode ser
alcancado em qualquer orientacé.

Multiplas Solucbes:

* ParaN =6 juntas 0 6 equagdes e 6 incognitas. Para uma locdizac®
espedficada dentro do espago de trabalho existe um numero finito de solucdes.
Até 16 solugbes diferentes podem existir.

e ParaN <6 juntas 0 6 equagdes e N < 6 incognitas. Ndo € possvel alcancar
objetivos gerais no espag 3D. As locdizagdes para & quais existe solugéo da
cineméticainversa constituem um subespaq do espago 3D.

e ParaN > 6 juntas 0 6 equagdes e N > 6 incognitas (manipuladores
redundantes). Para uma dada espedficaca@ de locdizac® podem existir infinitas
solugBes para 0 problema da dnemética inversa. E necessirio escolher uma
solucéo dentro do conjunto de posdveis Dlucdes. Deve-se definir algum critério
de escolha, como por exemplo: menor movimento em relac® a locdizac®
atual, movimento das juntas mais leves, contorno de obstaaulos, etc.




M étodos de Solucéo:

Solucéo Numérica

As equagdes ndo lineaes smultaneas podem ser resolvidas por métodos iterativos.
Por utilizar métodos iterativos, esquemas baseados neste tipo de aordagem podem ter
problemas de mnvergéncia. Por esta raz®, ndo sdo0 muito apropriados para
implementagdes em tempo red.

Solucédb em férmula fedhada:

As equagdes 0 resolvidas por métodos agébricos, freqientemente fazendo uso de
consideragdes geométricas, resultando numa expressio analitica @mputével. Este tipo
de aordagem resulta em solucdes facas de implementar e que envolvem pouco esforgo
computadonal, encorajando aplicages em tempo red. Como a dnemética inversa deve
ser cdculada ataxas elevadas (periodo de anostragem menor do que 30 ms), solugdes
fedhadas sGo mas adequaseks.

Robds manipuladores de seis graus de liberdade e om trés eixos % intersedando
num ponto possiem solucdo em férmula fedhada (Solucéo de Pieper). A grande maioria
dos manipuladores industriais € projetada e onstruida de modo a posauir solugéo em
formula fedhada.

Uma témica freqUentemente utili zada na obtencé de uma solucéo fechada mnsiste
em transformar a equacd cinemética de modo a obter uma representacé equivalente
mais Smples. A equacaocinemética origina:

*Te =Tu(aw). " ToAR). .. “Te(Ce)

€ guivalente adoze euagdes algébricas, com seis variaveis desconheddas (qi, Oz, Js,
U4, Os, Qs). Transformando esta expresso:

[PTa(a). ... T ™ °T6 [ Tisa(Gea)- ... “Te(@e)]™ = Tira(Gisr)- ... 7Ty

obtemos outro conjunto equivalente de doze ejuagdes smultaneas para cala par (i,))
com i < j. Escolhendo as equagdes mais smples dentro deste anjunto, freqientemente
€ posdvel encontrar mais fadlmente a solucéo.

A solucép proposta por Pieper para manipuladores de seis graus de liberdade
baseiaase en uma glicacd particular desta éordagem. Grande parte dos robds
manipuladores industriais possiem punho com trés juntas rotadonais Cujos eiXos %
intersedam em um ponto comum. Neste cao, a origem dos referenciais {4} , {5} e {6}
esta locdizada neste ponto. A espedficac® da posicéo e orientacd® da garra determina
a posicéo da origem de {6} . A orientac® da garra pode ser espedficada de diversas
maneiras (matriz de rotacd®, angulos de Euler, etc.). Em particular, se eta for
espedficada dravés de um vetor de groximacd®, com o angulo de rolamento
codificado em seu modulo, a origem de {6} estar4 locdizada sobre o mesmo.
Conhecendo a posicéo de {6} , determina-se nseqlentemente aposicéo de {4}, visto
que suas origens 0 coincidentes. Esta Ultima érepresentada por trés componentes °Pyy,
°P4y, °p,,, funcd das trés primeiras varidveis de junta: ou, G, e gs. Assm, utilizando
métodos agébricos e/ou geométricos, é posdvel determinar qu, ¢ € (s a partir da
posicdo e orientacd® espedficada para aferramenta. A partir de qi, 0z € gs, € possvel



determinar a posicéo e orientaca de {3} , bem como a orientacé@ de {6} relativa a{3}
(por transformacéd® da egjuacd cinemdtica). Como esta Ultima orientacd® é funcéo
apenas de g4, 05 € s, etas trés Ultimas variaveis desconheddas podem ser obtidas
fadlmente daequaca trandformaca.

Exemplo de célculo de Cinematica | nversa:

Resolva o problema da dneméticainversa para 0 Manipulador Planar Articulado de trés
Graus de Liberdade.

Considere aposicéo e orientac@® da garra espedficada por trés valores. (X, y, @), onde
(X, y) sdo respedivamente & coordenadas x e y da origem do referencia da garra {3}
expressas no referencial de base {0} e @ € o angulo de orientacé do referencial {3} em
relac@® ao referencia {0}, que crresponde auma rotacd® de ¢ radianos em torno do
eixo z,. Esta espedficacd® de locdizac® pode ser expressa en forma de uma matriz
de transformac@® homogénea °Ts', a qual é igualada & epressio da dnemética direta
T3, funcéop das variveis de junta:

) cp -sp 0 x Ci2z -S123 0 (LiCi+LoCro)

0 °Ty =°Ts= sp cp Oy |=| Si23 Cizz 0 (LiSitl2Sio)
0O 0 10 0 0 1 0
0O O 01 0 0O O 1

Da euacd® matricial adma podemos obter quatro equagdes, funcdo dos angulos de
junta, das quais, as duas sdo dependentes entre Si:

Cp=C123
Sp = S123
X =L1C1+LoCoo
y =Lisi+Losi

Por meios algébricos, estas equagdes podem ser resolvidas para 6, 6, e 63:
0, = aan2(s, ¢y)

x2+y?-L°-L,”
2L, L,

atan2(s,c) € afuncé arcotangente definida para quatro quadrantes, onde os parametros
de entrada se crepresenam regedivamerte 0serno e 0 coseno do arco a ser caculado.

onde, c, = S, =%41-C

01 = atan2(y, X) - atan2(L2.S,, L1+L2.Cp)
¢ = atan2(s123,C123)
0;=9-0:-6,

Observagdes:



a) Existénciade solugéo: aexpressio obtida deve doedecea arestricdo -1 <c, < 1.

b) Solucéo singular: sex =y =0, asolugéo para 8; pode assumir qualuer valor.

c) Multiplas lugdes. de aordo com o sind escolhido para s, duas lucbes 0
posdveis, com o0 brago para dmae com o bracoparabaixo.

RN

Figura 2.26. Exemplo de multiplas solug@es no problema dce Cinematica lnversa.

Exemplo de calculo de Cinematica | nversa para manipulador PUMA:

Considerando as forma fedhada da dnemdtica direta do robd manipulador PUMA e
levando em conta que & trés juntas distais posaiem eixos que se intersedam em um
Unico ponto, a dnemédtica inversa pode ser obtida usando a aordagem de Pieper. Por
procedimentos algébricos, as trés primeiras varidvels de junta podem ser obtidas a partir
daposicéo dagarraPy, Py e P;:

0 = aBn2(-py,py)  atan2([Pe+P,*(Lb-La)?) Y2, [Lu-Ld])
0 = atn2(-L,Le) + atan2([LA(L+LA)-K Y2 Ky)

onde: Ko =[P+ P/” + P —L¢* - L& - L -(Ly-Lg)?]/2
0, = atan2(Kp, K)
onde:

Kb = -(LeSs+L1C3)(C1Pc+s1Py)-(LeC3-L1Ss+Lc) P,
Kc = (Lec3‘Lf53+|—c)(ClPx"'S'le)'(LeSS"'Lsz)Pz

A partir dos valores ja cdculados de 6;, 6, e 63, podemos transformar a equacé
cinemética, de modo a obter equagdes em 6,4, 65 e Bg:

[°T3]™.T6 = T4(84).*T5(85).°Te(B6).
Denotando os elementos da componerte de oriertacé *Rg de *Tg por rj, comij=123:

rg rio rs (CaCsCe-uSs)  (-CaC5S6-S4Cs)  (-C4S5)
M1 o2 T2z |= (S5Cs) (-S5Ce) €s)
a1 raz a3 (-$4C5C6-CaSs)  (S4C5S6-CaCo)  (SuSs)



A partir da expressio adma, podemos fadlmente obter 0,4, 85 € 65. Quando ri3 =rsz # 0,
temos:

0, = atan2(rss,-ri3)
05 = atan2(i[r132+r332] 1l2,f23)
B = aten2(-raz,r21)

Quando riz3=r33=0, sgnificaque ss = 0, ou sgja, Cs = I3 = £1. Assm:

0, = arbitrério.

95 = (1 - I'23) U2

B6 = atan2(-ray,-raz) —r32.04

Portanto, existem até oito posdveis lucbes para o problema da dnemética inversa:
dois posdveis valores para 6;, combinados a dois posdveis valores para 6; e adois

posdveis valores para 6s.

M étodos de Solucdo para manipuladores com menos de seisjuntas:

Quando um robd manipulador possui menos do que seis graus de liberdade, o seu
espag de trabalho é um subconjunto (subespag) do espag definido pro todas as
posdveis posicdes e orientagdes no espa tridimensional. Este subespagd posli
dimensdo igual ao nimero de graus de liberdade do robd manipulador.

Exemplo: dado o rob6 manipulador polar mostrado na figura @aixo, determine o seu
subespaqo de trabalho.

Z2,X1

VA WAl
—lf—_>
Xo = X1 X
0 2

paraB; =

Figura2.27. Manipulador com duas juntas gera um subespago de trabalho.
A posicéo dagarrano plano horizontal € espedfica como:
=[xy 0

Devido a que o brag tem apenas duas juntas, a orientacé® da ferramenta an relac® a
base ndo pode ser imposta de forma independente, mas € dependente da posi¢éo:

VIDCH) 0 (DX
Rzl Ve %zl = (NIY) O @iXHY)
0 - 0



A locdizago dada por °R; e °P, define um subespaco no qual a orientacdo da garra ndo
€ independente da sua posicéo, mas funcdo de x e y. Desta maneira, para um nimero de
juntas N menor do que seis, nem sempre € posdvel alcancar objetivos gerals de posicdo
e orientacdo. Neste cao, quando a locdizacdo espedficada para agarra °Ty esta fora
do subespaco alcancavel pelo robd, o que se pode faze é definir um novo objetivo °Ty'’
dentro do subespaco, 0 mais préximo possvel da espedficacdo inicial. Alguma métrica
deve ser utilizada para definir 0 que se entende por “0 mais préximo posdvel”. A partir
da nova epedficacdo °Ty' é posdvel entdio encontrar as varidveis de junta
correspondentes através do mapeamnento de cineméticainversa.



