9 ANÁLISE DE REGIME PERMANENTE SENOIDAL

9.1 FASORES E EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS

9.1.1 REPRESENTAÇÃO DE UMA SENÓIDE POR UM FASOR


Define-se uma senóide de freqüência angular 
[image: image278.wmf] 

 como uma função do tempo de 
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Onde as constantes 
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 são respectivamente a amplitude, freqüência angular e fase da senóide. Todo o desenvolvimento a seguir é baseado no seguinte teorema:


“A soma algébrica de um número qualquer de senóides de mesma freqüência angular 
[image: image5.wmf]w

 e de um número qualquer de suas derivadas, de qualquer ordem, resulta também em uma senóide de mesma freqüência 
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”.


Como decorrência natural desse teorema fica a sugestão de que senóides podem ser tratadas através de métodos algébricos, dispensando o uso de derivadas e, portanto, evitando a solução de equações diferenciais. Primeiramente, observe que uma senóide fica perfeitamente definida através de sua freqüência angular, sua amplitude e sua fase. Isso sugere que uma senóide seja representada por um número complexo 
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 , desde que fique subentendida a sua freqüência angular 
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. A fim de reproduzir a função no tempo, utiliza-se a relação:
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onde 
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 são números reais e o número complexo 
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, representativo da senóide, é chamado de “fasor”.

Exemplo: Seja 
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. O fasor representativo dessa tensão é:
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e a função 
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 pode ser dada por:
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Cabe registrar que, em Engenharia de Sistemas de Energia Elétrica, costuma-se adotar como módulo do fasor representativo das grandezas senoidais seus valores eficazes, em vez das amplitudes. Esse não é o caso do presente texto.


As coordenadas do número complexo 
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Pode-se imaginar que essa funções são as projeções de um fasor girante de velocidade angular 
[image: image19.wmf]w

, no plano complexo, no sentido anti-horário, conforme mostra a figura a seguir.
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A representação fasorial de senóides é usada principalmente na solução de equações diferenciais ordinárias lineares, como coeficientes reais e constantes, quando a excitação é uma senóide.

9.1.2 APLICAÇÃO DO MÉTODO FASORIAL À SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS



Considere a equação:
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onde 
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 são reais.

Substituindo:
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Fica:
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Como 
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, tem-se:
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Dessa forma, calcula-se o número complexo 
[image: image30.wmf]X

, cujo módulo e cuja fase definem a senóide da resposta.

Exemplo 1: Determine a resposta de regime permanente 
[image: image31.wmf](
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 do circuito RLC série da figura abaixo, para uma excitação senoidal 
[image: image32.wmf](

)

(

)

[

]

t

j

m

E

t

E

t

w

f

w

l

l

Re

cos

=

+

=


[image: image257.wmf] 



A equação diferencial do ckt é:
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A solução particular dessa equação é da forma: 
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. Assim:
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Então: 
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Exemplo 2: Resposta Completa


É evidente que, caso existissem condições iniciais diferentes de zero no ckt RLC do exemplo anterior, seria necessário determinar a parcela transitória da resposta, através da solução da equação homogênea. A parcela correspondente à solução particular poderia ser ainda calculada pelo método descrito acima, de maneira que:
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onde 
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Obs.: em alguns circuitos simples é possível escolher o estado inicial, de tal forma que o regime permanente é alcançado imediatamente após a aplicação da excitação. Em outras palavras, a componente transitória é nula.

9.2 CONCEITOS DE IMPEDÂNCIA E ADMITÂNCIA

As relações tensão-corrente nos elementos de circuito foram apresentadas através de relações integro-diferenciais. Por esse motivo, as leis de Kirchoff dos nós e das malhas resultavam em equações dessa mesma natureza, i. e., equações diferenciais ordinárias.


Na seção precedente, mostrou-se como utilizar fasores complexos para representar as grandezas de excitação e resposta de um circuito, que podem se constituir de tensões ou correntes. Se essa representação for realizada já na fase de estabelecimento das relações tensão-corrente para os diversos elementos de circuito, alguns parâmetros podem ser definidos para esses elementos, de maneira que a própria aplicação das leis de Kirchoff para equacionamento do problema fica facilitada.

9.2.1 RELAÇÕES FASORIAIS PARA OS ELEMENTOS DO CIRCUITO


Nesta seção serão deduzidas as relações fasoriais entre tensão e corrente para os três elementos básicos de circuito: resistor, indutor e capacitor. Em cada caso, assumir-se-á que o elemento em questão está conectado a um circuito linear invariante no tempo, funcionando em regime permanente senoidal, com freqüência angular 
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 EMBED Equation.3  
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a) Resistor, 
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a.1 Apresentação no plano complexo
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a.2 Representação como elemento de ckt
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b) Indutor, 
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Portanto: 
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Logo 
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b.1 Representação no plano complexo
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b.2 Representação como elemento de ckt

[image: image263.wmf] 


c) Capacitor, 
[image: image58.wmf]C
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[image: image264.wmf] 

c.1 Representação no plano complexo

c.2 Representação como elemento de ckt
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9.2.2 CONEXÕES SÉRIE E PARALELO DE IMPEDÂNCIAS


Considerando a conexão série de um resistor com um indutor, tem-se:
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Portanto, 
[image: image61.wmf]L

j

R

I

V

w

+

=


É evidente que, se em vez de um indutor houvesse um capacitor, a relação acima ficaria:
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De uma maneira geral, pode-se então caracterizar uma impedância como:
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 onde 
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 é denominada “reatância”, podendo ser indutiva ou capacitiva. Semelhantemente, tem-se: 
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onde 
[image: image66.wmf]G

 é a condutância e 
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é denominada “susceptância”, podendo também ser indutiva ou capacitiva.


Considere agora a associação série de duas impedâncias, independentemente de sua natureza, como mostra a figura abaixo:
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Mais uma vez, tem-se: 
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Ou seja: 
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Por outro lado, para a associação de 
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 em paralelo, vale:
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[image: image75.wmf]2
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Observe que, se em vez dos valores de impedância, forem usados valores de admitância, nas associações acima, obtém-se para a associação em:

· paralelo: 
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· série: 
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9.3 ANÁLISES DE MALHAS E NODAL PARA REGIME PERMANENTE SENOIDAL


As leis de Kirchoff ainda se aplicam quando as relações tensão-corrente nos elementos de circuito se apresentam em forma fasorial. As equações resultantes formam um sistema de equações lineares e complexas, cuja solução pode ser obtida através dos métodos numéricos tradicionais.

Exemplo 1: No ckt da figura abaixo, a fonte de corrente é caracterizada por 
[image: image78.wmf](

)

A

t

i

f

º

30

2

cos

10

+

=

. Pretende-se determinar a tensão 
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, em regime permanente, através de análise nodal. Para tanto, convertem-se as grandezas do ckt para seus respectivos fasores:
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[image: image269.png]jts






Considerando que:
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a aplicação das LKC resulta em:

nó 1 : 
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nó 2: 
[image: image88.wmf](

)

(

)

0

4

1

1

1

2

3

2

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

-

V

j

V

V

V

V


ou: 
[image: image89.wmf]0

4

1

2

3

2

1

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

V

V

j

V


nó 3: 
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Em forma matricial, tem-se:
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Em forma compacta, pode-se escrever:
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onde 
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 é a matriz admitância, que pode ser obtida através da mesma regra de formação que a matriz de condutância 
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, anteriormente estudada. Notar que 
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 é complexa e, como tal, pode ser desmembrada na soma:
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onde 
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 é a matriz de susceptância. Após calcular o vetor 
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, determina-se a função 
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9.4 RESSONÂNCIA


Circuitos ressonantes serão usados para ilustrar alguns aspectos da análise de regime permanente senoidal. Utilizam-se, basicamente, dois tipos de circuitos ressonantes: paralelo e série. Neste texto, será analisado exclusivamente o ckt ressonante paralelo, uma vez que o ckt série é o seu dual.

9.4.1 ADMITÂNCIA COMO FUNÇÃO DE FREQÜÊNCIA


Considere o ckt RLC paralelo abaixo, excitado por uma fonte de corrente senoidal, de freqüência angular 
[image: image102.wmf]w
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A admitância equivalente do ckt vista pela fonte (nos terminais A e B), é (admitância de entrada):
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Observa-se que a parte real de 
[image: image105.wmf]Y

 (condutância) é constante, mas sua parte imaginária (susceptância) varia com a freqüência do sinal de excitação, i. e.:
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. Nesse caso, diz-se que o ckt está “em ressonância”.


Dois gráficos podem ser traçados, a fim de caracterizar o comportamento da admitância com freqüência, conforme se mostram abaixo:
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O gráfico (b) mostra a variação, no plano complexo, entre as partes real e imaginária de 
[image: image108.wmf]Y

. Nesse caso, o plano é chamado de “plano de admitância” e a curva resultante, “o lugar de Y”. Note que uma outra forma de caracterizar o comportamento de 
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 com a freqüência é através de 
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O ckt RLC paralelo poderia ainda ser caracterizado por sua impedância de entrada:
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Nesse caso, a representação de 
[image: image113.wmf]Z

 pode ser feita em um “plano de impedância” e a curva resultante é o “lugar de Z”. Essa representação está mostrada na figura abaixo:
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O significado de ressonância pode ser melhor entendido ao examinar a variação de 
[image: image117.wmf]Z

com 
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 no lugar de 
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 ou no lugar de 
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 atinge o valor máximo 
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, para depois decrescer até zero quando 
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. Fisicamente, toda a corrente da fonte passa através do resistor, quando 
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. As correntes no indutor e no capacitor são diretamente opostas, se anulam, ao se adicionarem no nó comum. Em baixas freqüências, a maior parte da corrente passa no indutor 
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9.4.2 DIAGRAMA FASORIAL


As equações fasoriais do ckt são:
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Os fasores correspondentes são traçados no plano complexo, mostrando suas relações algébricas.

Exemplo: Seja 
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No plano complexo, fica:

Notar que 
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Exemplo 2: Considere agora que a freqüência do sinal de entrada é 
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 EMBED Equation.3  [image: image153.wmf]
 No plano complexo, fica:
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Notar que 
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É importante ainda observar o efeito da resistência no comportamento ressonante do circuito. Como, na ressonância, 
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, as correntes ficam:
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A corrente no resistor não se altera com a maior variação da resistência, mas as correntes 
[image: image157.wmf]L
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 e 
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 podem ser sensivelmente alteradas. Por exemplo, para uma resistência 
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 , obtém-se correntes 
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. Define-se, portanto o “fator de qualidade do ckt ressonante” como:
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[image: image164.wmf]RC
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Devido a esse fenômeno, muito cuidado deve se ter ao medir tensões e correntes em um circuito ressonante. Por exemplo, em um ckt ressonante série, excitado por uma fonte de tensão de alguns volts, a tensão no indutor ou no capacitor pode atingir algumas centenas de volts!

9.4.3 FUNÇÃO DE REDE, RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA


Considere ainda o ckt RLC paralelo e assuma que a resposta é a corrente no resistor. Define-se “função de rede” como a razão entre o fasor de saída e o fasor de entrada, na forma:
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Como 
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Note que 
[image: image169.wmf](
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 é uma função complexa de 
[image: image170.wmf]w

. Pra esboçar o seu comportamento com a freqüência, é necessário então definir as funções correspondentes ao seu módulo e a sua fase:
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Observe ainda que apenas dois parâmetros são suficientes para caracterizar a função de rede 
[image: image173.wmf](
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Como 
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 dá uma idéia da faixa de freqüência para a qual o circuito atenua o sinal de entrada. Diz-se que o circuito funciona como um filtro que permite “passar” sinais com freqüência próxima de 
[image: image181.wmf]0

w

 e “corta” sinais com freqüência  muito diferente de 
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, mais acentuada é essa característica. Define-se, em geral, uma faixa de freqüências, em termo de 
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, para a qual o sinal sofre uma atenuação ainda aceitável. Por isso, ckt’s dessa natureza são conhecidos ainda como “filtro passa-faixa”. Um filtro passa-faixa ideal permite a passagem integral de sinais com freqüência “dentro da faixa” e corta integralmente sinais de freqüência “fora da Faixa”. Sua característica está esboçada no gráfico abaixo:
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Fig. : Característica de um filtro passa-faixa ideal


É evidente que os filtros com a característica acima não são fisicamente realizáveis. Filtros práticos (como circuitos ressonantes) têm suas “freqüências de corte”(p. ex., 
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 e 
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na figura) definidas em função da amplitude mínima aceitável para 
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 EMBED Equation.3  [image: image190.wmf](
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Para o ckt ressonante RLC paralelo:
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Resolvendo para valores positivos de 
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 ,tem-se:
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Para valores muito grandes de 
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. As freqüências angulares de corte são então definidas como:
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9.5 POTÊNCIA EM REGIME PERMANENTE SENOIDAL

[image: image277.wmf] 




Considere um gerador fornecendo potência a uma rede, conforme esquematizado abaixo:

Onde:
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A potência instantânea é dada por:
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9.5.1 POTÊNCIA MÉDIA


[image: image215.wmf](
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9.5.2 POTÊNCIA COMPLEXA


Define-se a potência complexa, 
[image: image216.wmf]S

, como um produto entre os fasores de tensão e corrente, de tal forma que a potência média 
[image: image217.wmf]P

 seja dada por: 
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Ou: 
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9.5.3 VALOR MÉDIO QUADRÁTICO OU VALOR EFICAZ


Considere a resposta em regime permanente senoidal de um resistor linear invariante no tempo, com resistência 
[image: image221.wmf]R

. Sua potência instantânea é:
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Da expressão de potência média, tem-se:
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Como 
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[image: image225.wmf]2
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Define-se como valor eficaz de tensão ou de corrente o valor de tensão ou corrente c.c. que produz a mesma potência média no resistor, que uma tensão ou corrente c.a. Assim:
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As tensões e correntes em sistemas de fornecimento de energia elétrica são especificadas por seus valores eficazes. Assim, as tensões de 220V ou 110V disponíveis nas tomadas residenciais, correspondem a valores eficazes de tensões senoidais.


Para um sinal periódico, mas não senoidal 
[image: image227.wmf](

)

t

S

, o valor eficaz pode ser definido por:


[image: image228.wmf](

)

ò

=

2

1

dt

t

T

S

ef


9.5.4 TEOREMA DA TRANSFERÊNCIA MÁXIMA DE POTÊNCIA


Um problema prático de grande importância consiste na especificação da carga para uma fonte de tensão senoidal com impedância própria 
[image: image229.wmf]f

Z

 conhecida, conforme esquematizada na figura abaixo:


A impedância de carga deve ser dimensionada de tal forma que a sua potência consumida seja máxima. Considere que:
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Assim:
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Como 
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A primeira condição de otimalidade resulta em 
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, que, substituindo na equação de 
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. Aplicando a 2ª condição de otimalidade, obtém-se: 
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. Quando essa condição ocorre, diz-se que a carga está “casada” com a impedância da fonte. A potência máxima consumida pela carga é, portanto,
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10.5.5 FATOR 
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onde 
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 é o módulo do fasor de tensão do ckt RLC paralelo. O denominador da expressão acima correspondente à potência média dissipada no resistor. Analisa-se em seguida a expressão do numerador.


A energia armazenada no capacitor é: 
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Mas: 
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E: 
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A energia total é:
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Como 
[image: image253.wmf]LC

1

2

=

w

w

, tem-se:


[image: image254.wmf]2

2

1

m

CV

E

=



Portanto: 
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