7 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

7.1 OBJETIVO


Usar como técnica de resolução de equações diferenciais:
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A essência do processo de transformação é a conversão de equações diferenciais no domínio do tempo em equações algébricas no domínio da freqüência, que são mais simples de resolver. A resposta transformada, assim obtida, deve ser então anti-transformada para obter a resposta no tempo.

7.2 DEFINIÇÃO


Seja 
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 uma função 
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Onde 
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 é a variável “freqüência complexa”, dada por: 
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A presente definição difere do padrão adotado pela maioria dos autores, por considerar o limite inferior da integral igual a 
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 em vez de 
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. Isso é feito para permitir o tratamento da função impulso e suas derivadas. Assim:
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7.3 EXISTÊNCIA

Para que uma função possua transformada de Laplace, deve obedecer à condição:
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7.4 TRANSFORMADA INVERSA
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onde 
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t

 é um número real e positivo 
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>

. Note que a equação acima envolve integração complexa. A fim de evitar o cálculo dessa integral, a transformada inversa será obtida a partir do procedimento de expansão em frações parciais, utilizando o conhecimento prévio de algumas transformadas básicas.
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Exemplos:

a) 
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b) 
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7.5 PROPRIEDADES

a) Linearidade
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Exemplo: 
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b) Diferenciação real

Seja 
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Aplicando a definição tem-se:
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Fica: 
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Ou seja: 
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Generalizando:
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Exemplo: Determinar 
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Solução: 
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Então 
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Ou seja: 
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c) Integração Real

Se 
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Então: 
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Fazendo: 
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Logo: 
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Exemplo: 
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Logo: 
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d) Derivação em S

 
Mostrar que 
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Prova:
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Exemplo: Determinar 
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Generalizando: 
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Então: 
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e) Translação Complexa


Se 
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Prova: 
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Exemplo: 
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f) Translação Real


Seja 
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Logo: 
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Exemplo: Determinar 
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 para a função abaixo.
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7.6 FUNÇÕES PERIÓDICAS


Seja 
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Mas: 
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De uma maneira geral, tem-se:
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Logo: 
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Ou seja: 
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Exemplo: Determinar a transformada de Laplace do trem de pulso da figura abaixo.
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7.7 APLICAÇÕES


O uso da transformada de Laplace na resolução de equações diferenciais é uma das aplicações mais importantes na teoria de circuitos elétricos.

Exemplo: Resolver a equação diferencial abaixo:
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7.8 EXPANSÃO EM FRAÇÕES PARCIAIS


Considere a função 
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onde 
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 é o quociente e 
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 é o resto da divisão polinomial. Se as condições relativas aos graus do numerador e do denominador são satisfeitas, é possível expandir a fração em uma soma de frações parciais, nas quais os numeradores são termos independentes da variável 
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. Três casos distintos serão estudados: a) raízes simples; b) raízes complexas conjugadas; c) raízes múltiplas.

a) Raízes reais e distintas
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onde o grau de 
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A fim de determinar 
[image: image118.wmf]0

K

, multiplicam-se ambos os membros por 
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Fazendo agora 
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, obtém-se:
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O mesmo procedimento é adotado para determinar 
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Exemplo: Determinar 
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Logo: 
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Portanto: 
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b) Raízes complexas


A equação genérica (*) também se aplica quando as raízes do polinômio do denominador são complexas. Suponha 
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onde 
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Portanto, 
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Fazendo 
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Voltando à expressão de 
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Ou ainda:
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Logo: 
[image: image148.wmf](

)

(

)

2

cos

1

p

f

b

a

-

+

=

t

M

t

f

t

l


Ou: 
[image: image149.wmf](

)

(

)

f

b

a

+

=

t

M

t

f

t

sen

1

l


Exemplo: Determinar a transformada inversa de 
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As raízes do denominador são 
[image: image151.wmf]2

1

2

,

1

j

S

±

-

=

 e 
[image: image152.wmf]2

3

-

=

S

. Assim:


[image: image153.wmf](

)

2

2

1

*

2

1

3

1

1

+

+

+

+

+

-

+

=

S

K

j

S

K

J

S

K

S

F



[image: image154.wmf]5

7

5

2

3

2

2

2

3

=

+

+

+

=

-

=

S

S

S

S

K


e 
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Logo: 
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c) Raízes Múltiplas


Considere 
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Expandindo em frações parciais, fica:
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Para calcular 
[image: image163.wmf]0
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, pode-se utilizar o método anterior. Assim:
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O problema é calcular 
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Multiplicando ambos os membros da equação por 
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Fazendo 
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Derivando pela 2ª vez, obtém-se:
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Generalizando:
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Exemplo:
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Então: 
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7.9 PÓLOS E ZEROS


Seja 
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 uma função racional. Definem-se como “pólos” , os valores de 
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 no plano complexo. Costuma-se representar os pólos por “x” e os zeros, por círculos “0”.


Seja, p. ex., a função:
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Nesse caso, tem-se:

Zeros 
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O diagrama de pólos e zeros de 
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Considere agora alguns exemplos de diagramas, correspondentes a funções padrão:
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f) 
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g) 
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h) Efeito de pólos no semi-plano direito
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i) Efeitos de pólos duplos sobre o eixo complexo

Ex.: 
[image: image208.wmf](
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Uma função estável não pode ter pólos sobre o eixo complexo nem no semi-plano direito.

6.10 FUNÇÃO DO SISTEMA


A equação diferencial genérica que relaciona a resposta do ckt 
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Aplicando transformada a ambos os membros: 
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Suponha, inicialmente, condições iniciais nulas. É claro, portanto, que o diagrama de pólos e zeros da resposta é o resultado da superposição dos respectivos diagramas da função 
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, exceto nos casos em que há cancelamento.

7.10.1 EXEMPLO


Seja a função de sistema:
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O diagrama de pólos e zeros dessa função é:

[image: image264.wmf] 



O diagrama correspondente à resposta degrau é:
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Pois 
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Já o diagrama correspondente à resposta ao sinal de excitação 
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8.10.2 PÓLOS E ZEROS NA ORIGEM


De acordo com a propriedade de integração no domínio do tempo, tem-se:
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Portanto, adicionar um pólo na origem corresponde a integrar a função no domínio do tempo. Raciocínio análogo leva à conclusão de que a adição de um zero na origem corresponde a diferenciar a função no domínio do tempo. Assim, um dispositivo que produza como resposta a integral do sinal injetado em sua entrada apresenta como função de sistema 
[image: image223.wmf]S
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   , i.e., um pólo na origem. Tal dispositivo é chamado de “integrador”. Analogamente, um “diferenciador” possui um zero na origem.

7.11 Avaliação de Resíduos


Considere a expansão em frações parciais da função 
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onde 
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 possui apenas pólos simples e nenhum pólo em 
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. A sua transformada inversa é: 
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É claro que a resposta 
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 não depende apenas dos pólos 
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, mas também das constantes 
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. Essas constantes são chamadas de “resíduos”, quando são associadas a pólos de 1ª ordem. Deve-se ainda lembrar que os resíduos não dependem exclusivamente dos pólos, mas também de todos os zeros.


Alguns métodos foram apresentados, anteriormente, para a determinação algébrica de resíduos. Em seguida, apresentar-se-á um método gráfico para tal fim.


Seja: 
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Com 
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. Todos os pólos são simples. A expansão de 
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Cada 
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 pode ser determinado através de:
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A partir do diagrama de pólos e zeros, pode-se interpretar cada quantidade entre parênteses no numerador como um vetor de origem em um zero e extremidade em 
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. Similarmente, cada quantidade entre parênteses no denominador corresponde a um vetor com origem em um pólo, 
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, e extremidade em 
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. Assim, cada 
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 pode ser calculado através da razão entre produtos de vetores.

Exemplo 1:
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Determinação de 
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Determinação de 
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Exemplo 2: 
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Determinar graficamente os resíduos.

7.12 TEOREMA DO VALOR INICIAL
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Avalia, a partir do conhecimento da função de transferência, o comportamento da resposta em 
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7.12 TEOREMA DO VALOR FINAL
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