5 CIRCUITOS DE 2A ORDEM

5.1 CIRCUITOS RLC PARALELO

5.1.1 RESPOSTA À ENTRADA ZERO

Para o circuito da resposta abaixo, supor iL(0)=I0, Vc(0)=V0
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As equações que relacionam tensão e corrente nos elementos são:
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Pela LKC:
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Pela LKV:
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Denominando G=i/R e explicitando iL na forma:
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Ordenando:
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ou ainda:
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As condições iniciais, necessárias à solução da equação acima, são:
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A partir da equação diferencial, define-se o polinômio característico 
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, cujas raízes são dadas por:
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C

G

C

G

S

1

2

2

2

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=



Os parâmetros S1 e S2 são conhecidos como “freqüências naturais” do circuito. Definindo ainda a “constante de amortecimento” 
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  e a freqüência (angular) de ressonância 
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A resposta da equação homogênea é:
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Aplicando as condições iniciais, tem-se:
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Notar que K1 e K2 dependem dos valores de S1 e S2 que, por sua vez, podem ser complexos, dependendo da relação entre 
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 e 
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. Portanto, é necessário estudar algumas situações particulares:

a) Sobreamortecimento
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 Duas raízes reais diferentes e negativas. Nesse caso, a resposta é a soma de duas exponenciais, com:
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b) amortecimento crítico
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 EMBED Equation.3  
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 Duas raízes reais e iguais. Reescrevendo a equação diferencial em função de 
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, tem-se, para 
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Apenas para 
[image: image31.wmf](

)

0

1

w

a

=

=

K

 tem-se 
[image: image32.wmf]z

y

=

 e:


[image: image33.wmf](

)

(

)

0

0

0

1

1

0

/

0

0

I

L

V

i

dt

di

A

y

A

y

y

dt

dy

L

t

L

t

a

a

a

a

+

=

+

=

=

=

Þ

=

+

=

-

l


Logo:
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Mas: 
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Solução particular:
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Substituindo: 
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Por outro caminho:
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Logo: 
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Portanto: 
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c) Subamortecimento
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 Duas raízes complexas conjugadas.
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Portanto:


[image: image49.wmf](

)

(

)

[

]

{

(

)

q

w

a

q

w

q

w

a

+

=

+

=

-

+

-

+

-

dt

M

M

M

i

t

A

dt

j

dt

j

t

L

cos

2

l

l

l

l


Ou:
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Para Calcular as constantes A e 
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, aplicam-se as condições iniciais:
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Chamando 
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Então: 
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Gráfico:
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d) G=0
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Equação característica:
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Solução homogênea:
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Gráfico:
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5.1.2 FATOR DE QUALIDADE, Q


A energia inicialmente armazenada no circuito elétrico é dada pela soma entre a energia do campo magnético do indutor, 
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. À medida que o tempo passa, essa energia vai sendo dissipada no resistor. Para o caso em que 
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, nenhuma corrente flui no resistor, não havendo portanto perda por dissipação de calor. Nesse caso, tem-se uma “oscilação sustentada”.


Notar que o valor da resistência define a “qualidade” da oscilação, uma vez que influi na constante e na freqüência de amortecimento. A fim de mensurar essa qualidade, define-se o fator de qualidade:
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Como 
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Pode-se observar da equação de definição que Q aumenta com a diminuição do amortecimento 
[image: image76.wmf](
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. Para o ckt RLC paralelo, isso pode ser conseguido com o aumento de R.

5.1.2.1 Representação das Raízes (freqüências naturais)

As raízes do polinômio característico, nos quatro casos apresentados anteriormente, podem ser representadas em um plano complexo, de acordo com a figura abaixo.
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5.1.3 RESPOSTA AO ESTADO ZERO

Considere que em 
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 o capacitor do circuito RLC paralelo da figura abaixo se encontra descarregado e o indutor não armazena energia no seu campo magnético, de forma que:
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Em 
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, a fonte de corrente 
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 é conectada ao circuito.
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Pela LKC, tem-se:
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A solução da equação diferencial linear não-homogênea é: 
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é a solução da equação homogênea, já obtida no estudo da resposta à entrada zero. A única diferença é que, naquele caso, as condições iniciais eram diferentes de zero.


Exceto no caso de amortecimento crítico, a solução homogênea da equação diferencial acima pode ser dada por:
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Onde K1 e K2 podem ser complexos conjugados, se as freqüências naturais S1 e S2 também o forem.

5.1.2.3 Resposta-degrau


Considere 
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Para 
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Considerando 
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, a determinação de K1 e K2 pode ser feita através das equações:
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Combinando essas duas equações:
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Essa equação pode ser aplicada diretamente para S1 e S2 reais (sobreamortecimento). Para o caso de subamortecimento, tem-se:


[image: image101.wmf]d

j

S

S

w

a

+

-

=

=

*

2

1

, e


[image: image102.wmf](

)

q

w

a

+

=

-

t

A

i

d

t

h

cos

l


E a resposta completa fica:
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Para determinar as constantes A e 
[image: image104.wmf]q

, aplicam-se as condições iniciais:
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Portanto: 
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Para os dois casos de amortecimento, a tensão no capacitor pode ser calculada como: 
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- Subamortecimento
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Logo 
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Gráficos:

- Sobreamortecimento
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- Subamortecimento
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5.1.3.2 Resposta-Impulso


Para o circuito RCL anterior, deseja-se calcular a corrente 
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Uma vez que o estado inicial é nulo, tem-se ainda:
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Integrando-se ambos os membros da equação diferencial acima, no intervalo 
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Como o indutor se opõe a uma variação brusca de corrente e como 
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Uma vez que a corrente da fonte é nula para t>0, a solução do presente problema é idêntica (equivalente) à resposta à entrada zero com as condições iniciais:
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Para o caso de subamortecimento, tem-se:
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Para 
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Logo: 
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Ou: 
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5.2 EQUAÇÕES DE ESTADO E TRAJETÓRIA

5.2.1 INTRODUÇÃO


A análise de circuitos de 1ª e 2ª ordem foi feita, até aqui, escolhendo uma variável, para representá-la em uma equação diferencial, como função de uma excitação. Uma nova abordagem será dada nesta seção: as variáveis que representam o estado do circuito serão equacionadas, formando um sistema de equações diferenciais de 1ª ordem. Dessa forma, a solução numérica e sua implementação computacional ficam facilitadas. Além disso, essa técnica permite tratar, de forma simples, circuitos não lineares e variantes no tempo.


Considere o circuito RLC paralelo estudado nas seções anteriores, do qual se pretende calcular a resposta a entrada zero. Usando as variáveis 
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 para representar o estado do circuito, tem-se:
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A escolha das variáveis 
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 deve-se ao fato de elas estarem intimamente relacionadas com a energia armazenada no ckt. As equações acima formam um conjunto de equações diferenciais simultâneas de 1ª ordem e são conhecidas como “as equações de estado” do circuito. O par 
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A teoria das equações diferenciais mostra que o estado inicial especifico acima define, unicamente o estado 
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 e marcando todos os valores de 
[image: image153.wmf]L

i

 e 
[image: image154.wmf]c

v

 obtidos em um plano 
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 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]´



 EMBED Equation.3  [image: image157.wmf]c
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, obtém-se uma única curva, que define a “trajetória no espaço de estado”do circuito ao longo do tempo. Essa curva é conhecida ainda como “trajetória no espaço de estado” e o plano 
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 EMBED Equation.3  [image: image159.wmf]´



 EMBED Equation.3  [image: image160.wmf]c
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é chamado de “espaço de estado” do circuito.


Define-se ainda o “vetor de estado” ou simplesmente “estado” do circuito como:
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As componentes de 
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, são as “variáveis e estado”.

Exemplo 1: Considere a resposta à entrada zero do circuito RLC paralelo, com 
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Os gráficos correspondentes são:
[image: image245.wmf] 


5.2.2 REPRESENTAÇÃO MATRICIAL


Em termos do vetor de estado, as equações (6.1) e (6.2), bem como as condições iniciais definidas em (6.3) e (6.4), podem ser escritas como:
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A equação diferencial matricial acima é análoga à equação diferencial escalar:
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onde 
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pode ser desenvolvida em uma série de potências:


[image: image182.wmf]L

l

+

+

+

+

=

!

3

!

2

1

3

3

2

2

t

a

t

a

at

at



[image: image183.wmf]L

l

+

+

+

+

=

!

3

!

2

1

3

3

2

2

t

A

t

A

At

At




onde I é a matriz identidade.


Cada elemento da matriz 
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é uma função de 
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. É importante ainda observar que a equação (6.7) representa uma “transformação linear”, que mapeia o vetor 
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 (vetor de estado no instante t), i.e, (6.7) gera a trajetória no espaço de estado.

5.2.3 MÉTODO APROXIMADO PARA CÁLCULO DA TRAJETÓRIA


Considerando 
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 como a velocidade de mudança de estado ao longo da trajetória e, supondo que para pequenos intervalos de tempo 
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 a velocidade pode ser considerada constante, tem-se que a trajetória é aproximadamente um segmento de reta. Assim:
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Para o  próximo intervalo 
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e o próximo valor do vetor x é:
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O processo de cálculo continua através de aproximações sucessivas do estado, usando a equação geral:
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EXEMPLO: Utilizar o método acima para determinar a trajetória no espaço de estado para o circuito RLC paralelo com 
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Calculam-se 
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A equação de estado é:
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e o estado inicial é 
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Considerando 
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[image: image246.wmf] 

Trajetória:

5.3 EQUAÇÕES DE ESTADO E REPOSTA COMPLETA


Para estabelecer a equação matricial (6.7), partiu-se de um circuito RLC paralelo com condições iniciais e sem excitação, i. e., determinou-se a resposta à entrada zero. Se, entretanto, o circuito RLC for excitado por uma fonte de corrente 
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, as equações de estado ficam:


[image: image213.wmf]c

L

v

L

dt

di

1

=



[image: image214.wmf]C

i

v

C

G

i

C

dt

dv

f

c

L

c

+

-

-

=

1



Com condições iniciais: 
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Assim: 
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A solução da equação unidimensional:
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Mais uma vez, a expressão de 
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 O método aproximado, já estudado pode ser aplicado, também nesse caso.

5.4 CIRCUITOS DUAIS


Considere o circuito RLC série da figura abaixo, excitado por uma fonte de tensão 
[image: image227.wmf],
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v

com condições iniciais:

 EMBED Equation.3  
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Aplicando a LKV:
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Mas, 
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Logo: 
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    (6.10)

Com  
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Comparando com a equação do ckt RLC paralelo, excitado por fonte de corrente:
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Verifica-se que a tensão no capacitor no ckt. RCL série desempenha o mesmo papel que a corrente no indutor na associação paralela. Logo, se for feita uma correspondência adequada entre as variáveis e parâmetros, a solução de um ckt pode ser obtida a partir da solução do outro. Esses ckts são denominados “duais”.
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