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1 Introducao

Muitos problemas de engenharia consistem em obter
uma solugdo para um determinado modelo matematico
que representa um certo sistema fisico. Assim, dado
um problema fisico (ver figura 1), normalmente deseja-
se analisa-lo ou resolvé-lo. O primeiro passo, entdo, é
realizar a modelagem para encontrar o modelo mate-
mético do sistema, ou seja, o conjunto de equacoes que
descrevem o comportamento do sistema.
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Figura 1: Etapas para encontrar uma solugao

A etapa sequinte seria aplicar algum método de re-
solugdo para determinar a solu¢ao do problema. Nor-
malmente usa-se 0 método de resolucao analitica, que
é aquele que se vale dos conhecimentos cientificos de
fisica e matematica. A solucdo analitica de um pro-
blema serd tao boa quanto for o modelo do sistema.
O problema é que a busca desta solugdo pode ser bas-
tante complexa, ou até mesmo nao haver solucao. Para
evitar tais problemas, pode-se utilizar outra alterna-
tiva que sdao os métodos de resolugao numérica, onde
se utiliza algum equipamento eletronico (computador
ou calculadora cientifica) para auxiliar nos célculos (a
solucdo é em termos numéricos e ndo em termos lite-
rais, como normalmente ocorre na resolugdo analitica).
Entretanto, a utilizacdo de métodos numéricos tem um
preco: a existéncia de erros que, dependendo da aplica-
¢ao0, pode inutilizar a solucdo. Estes erros serao abor-
dados nas se¢bes seguintes.

2 Sistema de Numeracao

Uma breve apresentacao dos sistemas de numeragao
serd exposta nas subsegoes seguintes. Destaca-se que,
embora haja uma grande quantidade de sistemas de
numeragao, o sistema binario serd mais abordado pois
ele é de fundamental importancia para a compreensao
dos erros.

A titulo de curiosidade, os sitemas de numeracao
mais conhecidos sdo o decimal (que é usado dia a dia), o

sistema binario, o octal (base 8) e o hexadecimal (base
16). Normalmente as calculadoras cientificas vém com
fungoes para transformacio de numeros de uma base
para outra.

2.1 Sistema Decimal

O sistema de numeracao decimal é aquele utilizado di-
ariamente pelas pessoas. Acredita-se que a sua disse-
minagao tenha ocorrido devido a facilidade de associar
os simbolos numéricos (digitos) aos dedos no inicio da
histéria do calculo.

As principais caracteristicas do sistema decimal sdo:

1. Compoe-se de 10 algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9);

2. E um sistema posicional porque o valor do digito
depende da posicao em que se encontra no nimero;

3. Nao é indicado para ser usado por sistemas com-
putacionais.

Exemplo.

275,214 =2-10% +7-10" +5-10°+
+2:1074+1-107244-1072

2.2 Sistema Binario

O sistema binario é aquele que possui apenas dois di-
gitos: 0 e 1. Ele é bastante simples e caracteriza-
se por também ser posicional, ou seja, o valor asso-
ciado ao 0 ou ao 1 depende da posicao em que eles
estdo no nimero. Um exemplo de nimero binario é
1001110110111. Normalmente os nimeros bindrios sao
extensos, embora eles possam representar qualquer va-
lor de qualquer sistema de numerac¢do. Por possuir
apenas dois digitos, o sistema binrio é chamado de
sistema de base 2.

O funcionamento de computadores, ou qualquer sis-
tema, eletronico se da através da presenca de tensdo
elétrica nos seus circuitos. O fato dos circuitos digitais
operarem dessa maneira permite associar as informa-
¢coes desejadas & presenca, ou nao, de tensdo. Desta
forma, é bastante trivial para os computadores tra-
balhar com o sistema binario, sendo o 0 representado
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quando nao ha tensdo elétrica em seus circuitos, e o 1
quando h4 tensao elétrica. Esta facilidade nao ocorre-
ria com o sistema decimal porque é muito dificil im-
plementar dez niveis de tensdo diferentes (cada nivel
correspondendo a um digito dd 0 a 9).

Cada um dos digitos binarios é denominado bit. Um
bit € a menor unidade de informagdo que pode ser
transmitida e processada pelo computador. Um con-
junto de bits tem o nome de byte.

2.3 Conversao Binario — Decimal

Para converter um ntmero na representacdo binaria
para a decimal basta ter o conhecimento da posicao
(ou do peso) do digito no nimero e da base, que neste
caso é 2. A figura 2 mostra como sdo estes pesos no
numero binério com ponto flutuante.

111
Lo -3
L» _2
-1
ponto flutuante

0
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Yvyyvy

posi¢do

Figura 2: Posi¢oes (ou pesos) dos digitos em um nt-
mero binario

Assim, conhecendo estes pesos, basta multiplicar
cada digito binério pela base elevada ao respectivo peso
(de maneira similar ao exemplo do Sistema Decimal).
O exemplo a seguir mostra como fazé-lo.

Exemplo. Dado o nimero binario 110100, 1115, en-
contrar o seu equivalente em decimal.

110100,1115=1-2° +1-244+0-23+1-.22 4+ 0. 2!+
+2041.2741.27241.273

Desse modo, efetuando as operagoes indicadas, ver-
se-4 que 110100,1115 = 52,87519. Os indices 2 e 10
servem para indicar que os nimeros estdo em binario
e decimal, respectivamente.

2.4 Conversao Decimal — Binario

Para converter um namero decimal para binario, pode-
se utilizar duas técnicas distintas. A primeira chama-
se Método das Divisdes Sucessivas por 2 e & aplicada
quando deseja-se converter um nimero decimal inteiro

2910 = 111014

Figura 3: Método das divisoes sucessivas por 2.

parte
fracionaria

0,25 0,50
_2 _2
0,50 1,00

0,2510 = 0,015

Figura 4: Método das multiplicacOes sucessivas por 2.

para seu equivalente bindrio. O exemplo da figura 3
mostra o procedimento deste método.

O Método das Divisoes Sucessivas se encerra quando
é alcancado um quociente igual a 1.

Se o nimero for com ponto flutuante, deve-se usar o
Método das Multiplicagées Sucessivas por 2, que con-
siste em multiplicar o ntimero por 2, utilizar a parte
inteira do resultado para compor o nimero e multipli-
car, novamente, a parte fracionaria por 2. Este proce-
dimento deve ser repetido até que a parte fracionéaria
seja igual a zero. O exemplo da figura 4 mostra este
procedimento.

Caso o numero decimal seja composto como, por
exemplo 33,2719, deve-se separar as partes inteira e
fracionaria e proceder normalmente com a conversao,
como apresentado nos exemplos das figuras 3 e 4. Em
seguida, basta adicionar as duas partes:

33,2710 = 3310+ 0,279
= 1000012 + 0,0100010100011110101110.. o
= 100001,0100010100011110101110.. .o

3 Erros de Arredondamento

Considere um namero z representado na base (3. Qual-
quer que seja o seu sistema de numeragao, r pode ser
representado da seguinte forma:

dy | da dy | ExP
v=F| gttty B (1)
onde d;, com ¢ = 1,2,...,t, sdo nimeros inteiros con-

tidos no intervalo 0 < d; < 8—1; EXP & o expoente de
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0 e estd contida no intervalo I < EXP < S, sendo I o
limite inferior e S o limite superior. O valor dado por:

dy  do dy
R
é chamado de mantissa e é a parte do ntmero = que re-
presenta os seus digitos significativos. O seu valor deve
ficar entre 0 e 1. Por fim, o indice t indica a quantidade
de digitos significativos do sistema de representacio.

Exemplo. Representar o valor decimal 31,4151¢ na
notagao global representada pela equagao 1.

31,41510 = 0, 31415 - 102

_[3 N 1 4 N 1 N 5 102
110 102 103 104 105

Neste caso identifica-se 3 =10,t = 5 e EXP = 2.

Exemplo. Representar o nimero binario 111015 na
mesma notagao.

11101 = 0,11101 - 2°
L1 1,0 17

Aqui pode-se afirmar que: f=2,t =5, EXP = 5.

Exemplo. Representar o mesmo nimero anterior,
dados 6 =2,t =10,I =-15e S = 15.

11101, = 0,11101 - 2°
=0,11101- 292 (5,5 = 101,)

_ (1 + ! + 1 + 0 + 1A+
|2 22 23 " 94 " 95

0o 0 0 0 0
¥+§+ + =+ —

I . 91012
28 29 210

+

Este tipo de exemplo de representacao com ntmero
de digitos significativos estipulado e com limites ma-
ximo e minimo para o expoente da base ilustra como
os nimeros sao representados em sistemas digitais. No
exemplo anterior tem-se 10 digitos especificados para a
mantissa, e 4 digitos para o expoente. O expoente pos-
sui quatro digitos devido aos limites superir e inferior
de EXP (lembrar-se de que 1519 = 11112, perfazendo
quatro digitos). Assim, tem-se a seguinte representa-
¢ao de 14 bits (ou digitos binarios):

[1110100000] 0101 |

No entanto, é necessario representar também os si-
nais da mantissa e do expoente. Convencionou-se que
o bit 0 correspondera a valores positivos e o bit 1 seré
associado para valores negativos. Assim, o nimero bi-
nério 11101 em uma méquina de 16 bites sera:

[0]1110100000]0]0101 |

O maior nimero que pode ser representado por esta
méquina de 16 bits é:

lo[1111111111 01111 ]

que corresponde ao valor decimal 32736. Por simetria,
o menor valor decimal entao é -32736, que é:

[1]1111111111 01111 ]

O valor decimal 0 é simplesmente:

1010000000000 0[0000]

Ja o primeiro nimero positivo é:

[0]1000000000] 1] 1111]

que é o valor decimal 0,000015259. O segundo nimero
positivo representado por esta maquina, é:

[0] 1000000001 ] 1] 1111]

que representa o valor decimal 0,000015289.

Analisando esta seqiiéncia de trés nimeros, percebe-
se que uma maquina eletronica (seja ela calculadora
ou computador) ndo consegue representar todos os ni-
meros decimais em seus registradores e processadores.
Isto faz com que nuimeros que ndo sejam representa-
dos corretamente. Um exemplo: o ntimero decimal
0,000014335 nao tem representacao adequada em uma
méaquina de 16 bits. Devido a isto, este numero é “ar-
redondado” para o valor 0,000015259, que é o primeiro
nimero positivo representével.

Esta caracteristica de méiquinas eletronicas nao re-
presentarem fielmente os nimeros decimais é conhecida
como Erro de Arredondamento. Este erro pode ser pre-
judicial em aplicagoes que necessitem de uma, precisao
numérica rigorosa.

Observagao. Um parametro bastante utilizado para
avaliar a precisao de um sistema de representacao é o
ntimero de casas decimais exatas da mantissa. Este va-
lor é dado pelo valor decimal do altimo bit da mantissa.
Assim:

PRECISAO < %

Na maquina de 16 bits (8 = 2 e t = 10) a precisao da
mantissa é da ordem de 2% ~ 1073, o que d4 3 digitos
significativos corretos.

Assim, ressalta-se a importéinica de conhecer o ni-
mero de digitos significativos corretos do sistema de re-
presentacdo da maquina que esté sendo utilizada. Este
conhecimento tem a finalidade de dar a no¢ao da pre-
cisdo do resultado obtido. O programa a seguir foi
escrito em Scilab e serve para calcular a precisdo de
uma miquina:
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clear;
eps = 0.5;
epsl = eps + 1.0;

while epsl > 1 then
eps = eps/2.0;
epsl =

end

printf("A maquina acha que 7%.30f eh zero",eps);

eps + 1.0;

Utilizando um computador com processador Pen-
tium III da Intel, o resultado obtido foi:

;exec("/home/diogo/graduacao/DCA0304/teste.sci");
A maquina acha que 0.00000000000000011102 eh zero

Nesta situacao, a quantidade de digitos significativos
corretos é igual a 15.

4 FErro de Truncamento

Sao erros provenientes da utilizacdo de processos nu-
méricos que deveriam ser infinitos, ou muito grandes,
para a determinacao de um valor e que sao truncados.
Estes processos infinitos sdo, normalmente, usados na
avaliacao de fun¢oes matematicas como exponenciagao,
logaritmos, func¢des trigonomeétricas, entre outras.

5 Propagacao de Erros

Ocorrem quando hé, em uma méquina, célculos que
envolvem vérias operagdes. Nestes casos, aconselha-
se a verificar a quantidade de digitos significativos e a
ordem de prioridade para a realizagao dos célculos.

Exemplo. Supondo uma méiquina com 4 digitos sig-
nificativos e os seguintes ntimeros: z; = 0,3491 - 10*
e xo = 0,2345 - 10°. Deseja-se efetuar as operacdes as
seguintes operagdes: (z2 +x1) — 21 € xa + (z1 — 21).

(zo 4+ 21) — 1 = (0,2345 - 10° 4+ 0, 3491 - 10%) +
—0,3491-10*
=0,3491-10* — 0,3491-10* =0

A segunda operacao seria:

zo + (z1 —x1) = 0,2345 - 10° + (0, 3491 - 10* +
—0,3491 - 10%)
=0,2345 - 10°

Nota-se que, devido & prioridade de execucao das
operacoes aritméticas e por causa da quantidade li-
mitada de digitos significativos da méaquina, o resul-
tado mostra-se ambiguo para duas equagdes matema-
ticamente iguais.

6 Exercicios

1. Converter para decimal:

10101,
0,1010101,
111001,
1101101,
0,10101,
101,1101,

2310

7710
361,12510
1419

136, 656251¢
5. 1110

3. Uma maquina de 8 bits possui 8 = 2 e t = 3.
Determinar:

(a) O maior ntimero que pode ser representado
na maquina.

(b) A sua precisao.

(c) Representar o numero 19,58 nesta maquina.

4. Considerando a seguinte equacao:

4
/
0

Obtenha o nl‘lmerg) de digitos significativos exatos
quando f(x) =e* & substituido por:

e dz = 0, 2553074606

4 :CG

X
Pg(x):1+x2+§+§

Que tipo de erro esta presente nesta situacao?
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