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������ ¢¡¤£<¥§¦©¨ª¦�«­¬o¡¯®¯°±£§²©£´³¢¥¶µ<���±·3�¸²¢£´¥§¦�°�°�¦

m ¹ ³¢£"µ
¦o®Hµº��¥»³©¥´¦C¼�£<¡¤�:µº®¯²­¦o²¢£
v(t) ½�¾ °Y¿O£µ<����·2��°±��ÀÁ��£a³¢¥§¦%ÀÁ���±Â
¦�²¢£a��£º°�®¯°Y¿OÃº«¢µ<®¯¦ª²©�§¦o�g«­¦ÄÀÁ����¥§¦

Fr = c · v(t) Å ��«¢²¢£ c Æ �ªµº�:£ÈÇ­µ<®¤£<«J¿O£a²¢£��£º°�®¤°±¿OÃº«¢µ<®¯¦ ½

É É É É É É
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Ê Ê Ê Ê Ê
Ê Ê Ê Ê Ê
Ê Ê Ê Ê Ê
Ê Ê Ê Ê Ê

P

Fr

v(t)m

Ë £º«¢²¢�§¦�ÀÁ����Â
¦ ¹ ³¢£a¡¯£È¼�¦��ªµ<����·2��·¢¦��O¦� ­¦�®TÌ:��²¢¦�²­¦ª·3���º¨
F = P − Fr

µ<��¥�·2£<°±�
P = m · g ½ Ë ¦� 3£º«¢²¢� ¹ ³¢£ F = m · a(t) Å £<«J¿OÍ��¢¨

m · a(t) = m · g − c · v(t)

����� Æ ¥ Å a(t) = dv(t)
dt
½]Î °±°�®¤¥ Å ®¤°���¡¯¦�«¢²¢��£º°±¿O¦�²¢£º��®k¼�¦o²­¦©¨

dv(t)

dt
= g −

c

m
v(t)Ï ��¥���£º°±¿O¦�£ ¹ ³¢¦�Â
Í���£<«J¼���¡¤¼�£p³¢¥§¦ÄÀÁ³¢«¢Â<Í�� v(t)

²¢£º°�µ<��«¢Ð¢£<µº®¯²­¦ Å µº��¥Ñ³¢¥§¦Ä¼o¦���®¯¬j¼�£<¡Ò®¤«¢²¢£º·3£º«:Ó²¢£º«V¿�£
t Å £§°±³­¦¸²¢£º��®¤¼o¦�²¢¦ Å £<¡Ô¦ Æ µXÐ¢¦�¥´¦o²­¦�²©£ÖÕ�×<Ø©Ù�Ú,Û?Ü¸Ý�Þ ß
ÕÈàXÕÈáEâÈÞ0Ù�ã ½§ä �?²­¦C£ ¹ ³­¦�Â<Í���²¢®kÀÁ£<�±£<«¢µº®Ô¦�¡£ÈÌ:·¢�±£<°±°O¦%¦6¼�£º¡¯�?µ<®¤²­¦�²¢£g²¢£D¥Ä³©²­¦�«¢Â<¦a²¢¦6ÀÁ³©«¢Â
Í���£<«J¼���¡¤¼?®¯²¢¦a£º¥å��£º¡Ô¦�Â<Í���æç¼�¦o��®Ô¬
¼�£<¡¢®¤«¢²¢£<·2£<«©²¢£<«J¿O£ ½Ë £_¦�£ ¹ ³­¦�Â<Í��ç²¢®kÀÁ£<�±£<«¢µº®Ô¦�¡V£<«J¼���¡¤¼�£<�&³©¥´¦DÀÁ³¢«¢Â
Ío� ¹ ³¢£_²¢£º·3£º«¢²­¦ç¦o·3£º«­¦�°&²©£H³¢¥§¦�è©«¢®¯µ<¦�¼o¦���®¯¬
¼�£<¡®¯«©²¢£<·2£<«¢²©£<«J¿O£ Å £º¡Ô¦ Æ µXÐ¢¦�¥´¦o²­¦¸²¢£éÜeà±Ý�Þêá2ë�àvÞ0Ù ½�ä �:²¢¦�£ ¹ ³­¦�Â<Í��ì²¢®¤ÀÁ£º��£º«¢µ<®¯¦�¡H����²¢®¤«­¬���®¯¦(·2�:²©£´°�£º�µ<¡¯¦�°�°±®¤Ç­µ<¦�²­¦�²¢£6¦�µº����²¢�pµ<��¥í°±³­¦%���±²¢£<¥ïî0¥§¦�®¯����²¢£<�±®¤¼o¦�²­¦�£<«J¼���¡k¼?®¯²­¦Jð ½ �����H£ÈÌ:£<¥�·¢¡¤� Å ¦�£ ¹ ³­¦�Â<Í��²¢®kÀÁ£<��£º«¢µ<®¯¦�¡Ò²¢�ªµº����·2�ª£<¥ ¹ ³¢£º²­¦§¡¤®¤¼?��£ Æ ²¢£a·¢�±®¯¥�£<®¤�O¦%���±²¢£<¥ ½ñ�¥§¦§°±��¡¯³¢Â<Í���²¢£%³¢¥§¦ª£ ¹ ³­¦�Â<Í��"²¢®kÀÁ£<��£º«¢µ<®¯¦�¡ Æ ³©¥´¦ªÀÁ³¢«¢Â
Ío�´£<°±·3£ºµ<òkÇ­µ
¦´²¢¦�¼o¦���®¯¬
¼�£<¡'®¤«¢²¢£<·2£<«?Ó²¢£º«V¿�£´£ª²¢£�·­¦���ó�¥§£È¿O�±��° ½´¾ ¡¯¦�²©£º¼�£§°O¦o¿�®¯°YÀ0¦�ô<£º�p¦C£ ¹ ³­¦oÂ
Í��(²¢®¤ÀÁ£º��£<«©µ<®Ô¦o¡�����®¤õ�®¯«­¦o¡ ½ �&¦o�O¦ ¹ ³©£´°�£Rö�¦·2��°�°±ò¤¼�£º¡�²¢£È¿O£<�±¥§®¤«­¦���³¢¥´¦"°±��¡¯³©Â
Í��"·¢¦��±¿�®¯µ<³©¡Ô¦���²­¦"£ ¹ ³­¦�Â<Í��C²¢®¤ÀÁ£º��£º«¢µ<®¯¦�¡�����²¢®¤«­¬���®¯¦ Å2Æ «¢£<µº£<°±°O¬��±®¯�¹ ³¢£�¦o¡¯õ�³¢¥§¦�°�µº��«¢²¢®¤Â<÷?£<°�¦�³:Ì:®¯¡¤®Ô¦��±£<°�°±£Qö�¦�¥ ¦�·©��£<°±£<«J¿X¦o²­¦�° ½ùø £º·3£º«¢²¢£º«¢²¢�ú²¢�Ö¿O®¤·3�û²¢£�£ ¹ ³­¦�Â<Í��²¢®kÀÁ£<��£º«¢µ<®¯¦�¡ Å £<°Y¿X¦�°Dµ<��«¢²¢®¯Âº÷:£º°D°OÍ��ªµXÐ­¦�¥§¦�²­¦o°�²©£üâXÜeá2Ý�ÞÁÚoýjÕXþçÞêá­ÞÿâÈÞ0Ù�Þ¯þ ½

�



Î °±°�®¯¥ Å °�£º�OÍ��g¿O��¦o¿X¦o²¢��°�¥ Æ ¿O�?²¢��°E²¢£]��£<°±��¡¯³©Â
Í��D«V³¢¥ Æ ��®¤µ
¦_²¢£]£ ¹ ³¢¦�Â<÷?£<°'²¢®kÀÁ£<��£º«¢µ<®¯¦�®¯°E����²¢®¤«­¬��±®Ô¦�°î ¾g½ ø%½���½ ð_µ<��¥�·¢���� ©¡¯£<¥§¦Ä²¢£6¼o¦�¡¯���_®¯«¢®¤µ<®¯¦�¡�î0� ½��Ä½��X½ ð Å­¹ ³©£�·2��°±°�³¢®�¦�°�£ºõ�³¢®¯«J¿�£aÀÁ����¥§¦Äõ�£<��¦�¡ÿ¨






dy(x)

dx
= f(x, y(x))

y(x0) = y0

��«¢²©£
x0

£
y0

°OÍ���¦�°Dµº��«¢²¢®¤Â<÷?£<°D®¯«¢®¤µ<®¯¦�®¯° ½
� �§�
	º���b��� � �
� �_�������

Î °���¡¤³¢Â
Í�� «V³¢¥ Æ �±®¯µ
¦ Æ £<«¢µº��«J¿O��¦�²­¦ ·­¦��O¦ ³¢¥ µº��«eö±³¢«J¿�� ²¢£Ö·2��«J¿O��°C«¢�5£<®TÌ©� ²­¦ ¼o¦���®¯¬
¼�£<¡®¯«©²¢£<·2£<«¢²©£<«J¿O£ ½xÎ °�°±®¯¥ Å °±£<«¢²©�Ä³¢¥ ®¯«J¿�£<�±¼o¦�¡¤�
[a, b]

«¢�p£<®kÌ:�
x Å ²¢£È¼�£vÓR°�£ ²¢®¤¼?®¯²©®¯��£<°Y¿O£�®¯«J¿O£º�±¼o¦�¡¯�a£º¥

n
°±³¢ ¢®¤«V¿�£<�Y¼�¦o¡¯��°�²¢£´µº��¥�·¢��®¤¥§£º«V¿��

h = (b − a)/n Å ²¢£�¿X¦�¡�ÀÁ���±¥´¦ ¹ ³¢£´°±£Qö�¦�¥ õ�£º�O¦�²¢��°
(n + 1)¼o¦�¡¯����£<°g²©£

x
¨



























x0 = a
x1 = x0 + h
x2 = x0 + 2h½½½
xn = x0 + nh = b��³ Å ²©£�¥§¦�«¢£º®¯��¦%õ�£<��¦�¡ Å xk+1 = xk + h Å µº��¥ k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 ½¾ °±¿O£ªµº��«eö±³¢«J¿O�ü²©£ (n + 1)

¼o¦�¡¤����£º° Æ µXÐ­¦�¥§¦�²¢�"²©£�¥´¦�¡¤Ð­¦ ½a¾ùÆ ·­¦���¦"µ
¦�²­¦"³©¥ï²¢��°ç¼o¦�¡¤����£º°²¢£º°±¿X¦Ä¥§¦�¡¤Ð­¦ ¹ ³¢£6°±£<�O¬Ä£º«¢µ<��«V¿��O¦�²©��³©¥´¦p¦�·¢���
Ì:®¯¥§¦�Â<Í��Ä²¢�%¼o¦�¡¤���b�±£
¦�¡ y(xk) Å©¹ ³¢£ Æ ¦Ä°���¡¤³¢Â
Í��%²­¦¾g½ øp½��Ä½ ¾ °±¿O¦§¦�·©���
Ì:®¯¥§¦�Â
Í���°±£<��¬��±£<·¢�±£<°�£º«J¿X¦�²­¦§·3£º¡¯�%Ì:ò¯¥Ä 2��¡¤� yk ½�� ¬Ä¿O�±Ã<°�¥ Æ ¿O�?²¢��°_·¢�±®¯«¢µº®¯·­¦o®¯°<¨
� ½��(Æ ¿O�?²¢�ª²¢£ ¾ ³¢¡¯£º���
� ½��(Æ ¿O�?²¢��°D²¢£
�D³¢«¢õ�£vÓ��6³©¿�¿O¦ �
! ½��(Æ ¿O�?²¢��°D²¢£ Î ²­¦�¥�°YÓ#"_¦�°±Ð©ÀÁ���±¿�Ð ½

$&%('�)+*-,/.1032/465 ä �:²¢¦ª°±��¡¯³©Â
Í��ª«V³¢¥ Æ ��®¤µ
¦�·­¦���¦ ¾D½ ø%½��Ä½ °�£<«J¼���¡¤¼�£�²¢��®¤°_¿O®¤·3��°g²©£�£º���±��°<¨
� ½�¾ ���±�ª²¢£�¦����±£<²¢��«©²­¦�¥�£<«J¿O�¢¨]�±£<·¢�±£<°�£º«J¿X¦�Â<Í��´«V³¢¥ Æ �±®¯µ
¦�«­¦�¥§¬ ¹ ³¢®¯«¢¦ �
� ½�¾ ���±�ª²¢£6¿O��³©«¢µ
¦�¥�£<«J¿��¢¨�À87���¥Ä³©¡Ô¦Ä²¢£º²¢³¢ô<®¤²­¦�²­¦ Ë Æ �±®¯£6²¢£ ä ¦-9?¡¤���_¿O�±³¢«¢µ
¦o²­¦ ½
Î ¡ Æ ¥ ²¢£º°±¿�£<°%£º���±��° Å ¿O£º¥ªÓ~°�£�³¢¥§¦���³©¿O��¦C·¢¦���µº£<¡Ô¦üµXÐ­¦o¥´¦�²¢¦�²¢£�ÕÈàvàOÜ;:2àOÜ<:©Ù-=JÙJÝ?Ü Å�¹ ³©£§°±£§���±®kÓõ�®¤«­¦§¦e¿O�O¦
¼ Æ °ç²­¦�·¢����·­¦�õJ¦�Â<Í�� Å £Ä¦o³¢¥§£º«J¿O� Å ²¢�§£<���±�"õ�£º�O¦�²¢�§«­¦§·©��®¯¥�£<®¤�O¦�®¤¿�£<��¦�Â
Í��§¦��§¡¯��«¢õ��§²­¦o°®¤¿�£<��¦�Â<÷?£<°g°±£<õ�³¢®¤«J¿O£<°%îÁ¼�£<�gÇ­õ�³©�O¦ � ð ½

�



Solução exata

Solução aproximada

xmx2x1x0

y(x0) = y0

>&®¯õ�³©�O¦ � ¨ ¾ Ì:£<¥�·¢¡¯�ª®¤¡¯³¢°Y¿O�O¦e¿O®¤¼���²¢�ª£<�±����«¢�ª¥ Æ ¿O�?²¢�ª²¢£ ¾ ³©¡¯£<� ½
? @ �_�'���ü� �BADCù�B	�A_�

ø ¦�²­¦ ³¢¥§¦ú£ ¹ ³­¦oÂ
Í�� ²¢®kÀÁ£<��£º«¢µ<®¯¦�¡ ����²¢®¤«­¬���®¯¦é²¢£û·¢�±®¯¥�£<®¤�O¦é����²¢£º¥ µ<��¥ ·¢�±�� ¢¡¯£º¥´¦é²¢£�¼o¦�¡¯���®¯«©®¯µ<®¯¦�¡ÿ¨






dy(x)

dx
= f(x, y(x))

y(x0) = y0£%³©¥´¦ª¥´¦o¡¯Ð­¦
x ∈ [a, b] Å ·2�:²©£ÈÓR°±£Ä¦�·©���
Ì:®¯¥§¦��D¦�ÀÁ³¢«©Â
Í�� y(x)

î ¹ ³¢£ Æ ¦§°���¡¯³¢Â<Í��´²¢£º°�£Rö�¦�²­¦Jð Å ·2���³¢¥Ñ·2��¡¤®¯«/E�¥�®¯��²­¦ª° Æ ��®¯£a²¢£ ä ¦F9:¡¤���g£<¥#¿O���±«¢�ª²¢£a³¢¥�¼o¦�¡¯���
xk

²­¦�¥´¦�¡¤Ð­¦ ½�Î °�°±®¯¥�¨

y(x) = y(xk) + y′(xk)
(x − xk)

1!
+ y′′(xk)

(x − xk)
2

2!
+ . . .

ä �±³¢«¢µ<¦�«¢²¢�Ä£º°±¿O¦p° Æ ��®¤£�«©�%°�£ºõ�³¢«¢²©�p¿O£º��¥��p£DÀ0¦�ôº£<«¢²¢� x = xk+1

·­¦o�O¦p£º«¢µ<��«V¿��O¦��x�a¼�¦o¡¯����²­¦o²¢�·2£<¡Ô¦ÄÀÁ³¢«©Â
Í��
y(x)

«¢��·¢�G7jÌ:®¤¥§��·2��«J¿O�ª²­¦ª¥´¦o¡¯Ð­¦ Å ¿O£º¥ªÓ~°�£o¨
y(xk+1) ∼= y(xk) + y′(xk)(xk+1 − xk)

����� Æ ¥ Å xk+1 − xk = h
£o¨

y′(x) =
dy(x)

dx
= f(x, y(x)) −→ y′(xk) = f(xk, y(xk))

Î °±°�®¯¥ Å À0¦�ôº£<«¢²©�´¦�°D²¢£È¼?®¯²­¦�°D°±³¢ ¢°±¿�®¤¿�³¢®¯Âº÷:£º°<¨
y(xk+1) ∼= y(xk) + h · f(xk, y(xk))

!



� ¦�°Cµ<��¥§�ú� µ<¬�¡¯µº³¢¡¯�ú®¤¥§·©¡¯®¯µ<¦Ö£º¥ £º«¢µ<��«J¿��O¦���¦�·¢�±�
Ì©®¤¥´¦oÂ<÷?£<°´²©��°"¼o¦�¡¯���±£<°ü�±£
¦�®¤° Å £<«J¿XÍo�5°±£³©¿�®¯¡¯®¤ô
¦Ä¦�«¢�o¿X¦�Â<Í���¦�²¢£ ¹ ³­¦o²­¦©¨
yk+1 = yk + h · f(xk, yk)

¹ ³¢£ Æ ¦�£ ¹ ³¢¦�Â
Í���²¢�ª¥ Æ ¿O�?²¢�ª²¢£ ¾ ³¢¡¯£º�g·­¦���¦ k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 ½
HJI )LKNM(O84P5 ��£º°���¡k¼�£º��¦ ¾g½ øp½��Ä½ µº��¥»� ½��Ä½��X½ ¦¸°±£<õ�³¢®¤�%«­¦(¥´¦�¡¤Ð­¦ x ∈ [0, 1] Å µ<��¥ h = 0, 25 Å³¢°�¦�«¢²¢���ª¥ Æ ¿O�?²¢�ª²¢£ ¾ ³©¡¯£<� ½







dy

dx
= y −

2x

y

y(0) = 1�&¦���¦�²©£º¿O£º��¥�®¯«­¦o�g¦o¿ Æa¹ ³¢£6¼o¦�¡¯���_¼�¦o®Ò�ªò¯«¢²¢®¤µ<£ k Å £<«J¿XÍ��©¨

h =
b − a

n
→ n =

b − a

h
=

1 − 0

0, 25
= 4

ø £<°±°O¦ªÀÁ����¥§¦ Å ��ò¤«¢²¢®¤µ<£ k
¼o¦�®E¼o¦��±®Ô¦��H²¢£
Q�¦e¿ Æ ! ½]ø ¦�µº��«¢²¢®¤Â
Í��ª®¯«©®¯µ<®¯¦�¡ ²¢�ª·¢���� ¢¡¯£º¥´¦Ä·2�:²©£ÈÓR°±£²¢£º²¢³¢ô<®¤� ¹ ³©£ x0 = 0

£
y0 = 1 ½�Î ¡ Æ ¥�²¢®¤°�°�� Å ¿O£<¥�ÓR°±£ ¹ ³¢£�¨

f(xk, yk) = yk −
2xk

yk�&¦���¦
k = 0

¨
x1 = x0 + h = 0 + 0, 25 = 0, 25

f(x0, y0) = y0 −
2x0

y0
= 1 −

2 · 0

1
= 1

y1 = y0 + h · f(x0, y0) = 1 + 0, 25 · 1 = 1, 25�&¦���¦
k = 1

¨
x2 = x1 + h = 0, 25 + 0, 25 = 0, 5

f(x1, y1) = y1 −
2x1

y1
= 1, 25 −

2 · 0, 25

1, 25
= 0, 85

y2 = y1 + h · f(x1, y1) = 1, 25 + 0, 25 · 0, 85 = 1, 4625�&¦���¦
k = 2

¨
x3 = x2 + h = 0, 25 + 0, 5 = 0, 75

f(x2, y2) = y2 −
2x2

y2

= 1, 4625−
2 · 0, 5

1, 4625
= 0, 77874

y3 = y2 + h · f(x2, y2) = 1, 4625 + 0, 25 · 0, 77874 = 1, 6572�&¦���¦
k = 3

¨
x4 = x3 + h = 0, 25 + 0, 75 = 1, 00

f(x3, y3) = y3 −
2x3

y3
= 1, 6572 −

2 · 0, 75

1, 6572
= 0, 75222

R



y4 = y3 + h · f(x3, y3) = 1, 6572 + 0, 25 · 0, 75222 = 1, 84526Ë £<«©²¢�
k = 3

¦�è¢¡k¿O®¤¥´¦%®k¿O£º�O¦�Â<Í�� Å £º«V¿OÍ���¦�°±��¡¯³©Â
Í��ªµ<��«¢°�®¤°±¿O£a«­¦Ä¿O¦� 3£º¡Ô¦�¦ª°�£ºõ�³¢®¯�º¨
x y

0, 00 1, 00000
0, 25 1, 25000
0, 50 1, 46250
0, 75 1, 65720
1, 00 1, 84526

S CUTVA_�W�YX��Z�È�\[
� ½ Ï ��«©°�®¯²©£<��£]¦o° ¾]¹ ³­¦oÂ<÷?£<° ø ®¤ÀÁ£º��£º«¢µ<®¯¦�®¯° � �±²¢®¯«­¬o��®Ô¦o°Eµ<��¥ ������ ©¡¯£<¥§¦_²¢£ � ¦�¡¤��� � «©®¯µ<®¯¦�¡�¦_°±£<õ�³©®¯� ½¾ «¢µº��«J¿O��£û¦ú°±³­¦ú°���¡¯³¢Â<Í�� ¦�·¢�±�
Ì©®¤¥´¦o²­¦é«­¦o°"¥´¦o¡¯Ð­¦�°§£<°±·3£ºµ<®¤Ç¢µ
¦�²­¦o°üµ<��¥ �ú£<°±·­¦�Â<¦�¥§£º«J¿O�¦�·©����·¢�±®Ô¦�²©��³©¿�®¯¡¤®¯ô
¦o«¢²¢�D� ¥ Æ ¿��:²¢��²¢£ ¾ ³©¡¯£<� ½ ��¦��O¦�µ
¦�²­¦�·¢���� ©¡¯£<¥§¦ Å Ð­¬ ¦�°���¡¤³¢Â
Ío�ç¦�«­¦o¡¯ò¤¿�®¯µ<¦ ½ø £º°�°�¦6ÀÁ����¥§¦ Å ¼o¦��±®¤Ç ¹ ³¢£_��°�£<���±��°�¦� ©°���¡¤³©¿O��° ½&ä �:²©��°���°�µ<¬�¡¯µº³¢¡¯��°&²¢£È¼�£<¥ °�£<���±£
¦�¡¤®¯ô<¦�²¢��°�µ<��¥
¹ ³­¦o¿����ªµ
¦o°O¦�°�²¢£<µº®¯¥§¦�®¯° Å «¢�ª¥�ò¯«¢®¤¥§� ½
î ¦�ð







dy

dx
= yx2

− y

y(0) = 1µº��¥
h = 0, 5

£
x ∈ [0, 2] ½ Ë ��¡¯³¢Â<Í���¦�«­¦�¡¤ò¤¿O®¤µ
¦ y(x) = e(1/3)x3

−x

î0 ­ð






dy

dx
= 1 + (x − y)2

y(2) = 1µº��¥
h = 0, 25

£�¥§¦�¡¤Ð­¦
x ∈ [2, 3] ½ Ë ��¡¤³¢Â
Ío�§¦o«­¦�¡¯òk¿O®¤µ
¦ y(x) = x + 1

1−x

î0µ
ð






dy

dx
= xe3x

− 2y

y(0) = 0µº��¥
h = 0, 25

£
x ∈ [0, 1] ½ Ë ��¡¯³¢Â<Í��ª¦�«­¦o¡¯ò¤¿�®¯µ<¦©¨ y(x) = 1

5
xe3x

−
1
25

e3x + 1
25

e−2x

î0²­ð






dy

dx
= (x + 2x3)y3

− xy

y(0) = 1/3µº��¥
h = 0, 5

£6¥§¦�¡¯Ð¢¦
x ∈ [0, 2] ½ Ë ��¡¯³©Â
Í��ª¦�«¢¦�¡¯òk¿O®¯µ<¦©¨ y(x) = (3 + 2x2 + 6ex2

)−1/2

]


