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1 Introducao

Problema: anélise de um corpo de massa m que cai com uma velocidade v(t). Este
corpo sofre uma for¢a de resisténcia do ar na forma F,. = c¢- v(t), onde ¢ é o coeficiente de

resisténcia. )
Sendo a forca que leva o corpo para baixo dada por:

Fr
F=P—-F,
com peso P =m-g. Sabendo que F' = m - a(t), entdo:
v(t)
m-a(t)=m-g—c-ov(t)
Y Porém, a(t) = dzc’lgt). Assim, isolando esta derivada:
P dv(t)

c
=9g- Ev(t)

Como esta equagao envolve uma fungio v(t) desconhecida, com uma variavel indepen-
dente t, e sua derivada, ela é chamada de equacao diferencial. Toda equagao diferencial
expressa a velocidade de mudanca da funcao envolvida em relacao a variavel independente.

Se a equacao diferencial envolver uma funcao que dependa apenas de uma tinica variavel
independente, ela é chamada de ordindria. Toda equacao diferencial ordinaria pode ser
classificada de acordo com sua ordem (maior derivada envolvida). Por exemplo, a equagio
diferencial do corpo em queda livre é de primeira ordem.

Uma solucao de uma equacao diferencial é uma funcao especifica da variavel indepen-
dente e de parametros. Ela deve satisfazer a equacao diferencial original. Para que seja
possivel determinar uma solucao particular da equacao diferencial ordinaria, é necessario
que algumas condicoes auxiliares sejam apresentadas. Dependendo do tipo de equagao
diferencial, estas condigoes sao chamadas de condi¢des iniciais.



Assim, serao tratados métodos de resolucao numeérica de equacoes diferenciais ordinarias
(E.D.O.) com problema de valor inicial (P.V.1.), que possui a seguinte forma geral:

WD _ payia)

y(wo) = Yo

onde xq e Yy sao as condigoes iniciais.

2 Solucao Numérica

A solucdo numérica é encontrada para um conjunto de pontos no eixo da variavel
independente. Assim, sendo um intervalo [a, b] no eixo x, deve-se dividir este intervalo em
n subintervalos de comprimento h = (b — a)/n, de tal forma que sejam gerados (n + 1)

valores de x: )

g = a
rrT = X9 + h
Tog = g+ 2h

| T = To+nh=">

ou, de maneira geral, ry.1 = xx +h,com k=0,1,2,....,n — 1.

Este conjunto de (n + 1) valores é chamado de malha. E é para cada um dos valores
desta malha que serd encontrado uma aproximagao do valor real y(zy), que é a solugdo da
E.D.O. Esta aproximacao sera representada pelo ximbolo y;. Ha trés métodos principais:

1. Método de Euler;
2. Métodos de Runge-Kutta;
3. Métodos de Adams-Bashforth.

Observacao: Toda solugao numérica para E.D.O.s envolve dois tipos de erros:
1. Erro de arredondamento: representacao numérica na maquina;
2. Erro de truncamento: formula deduzida da Série de Taylor truncada.

Além destes erros, tem-se uma outra parcela chamada de erro propagado, que se ori-
gina através da propagacgao, e aumento, do erro gerado na primeira iteragao ao longo das
iteracOes seguintes (ver figura 1).



Solugdo exata

Solugdo aproximada

y(o) = Yo

y
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Figura 1: Exemplo ilustrativo do erro no método de Euler.

3 Método de Euler

Dada uma equagao diferencial ordinéaria de primeira ordem com problema de valor

inicial: 4
D) _ flay(o))
y(wo) = Yo

e uma malha x € [a, b], pode-se aproximar a fun¢do y(x) (que é a solu¢do desejada), por
um polinémio da série de Taylor em torno de um valor z; da malha. Assim:

2
r — X
+y”(xk)7( o D

(x — )

y(x) = y(og) + ¥ (xy) 1

Truncando esta série no segundo termo e fazendo x = x,, para encontrar o valor dado
pela fungdo y(x) no préximo ponto da malha, tem-se:

Y(wrr1) = y(on) + 4 (2r) (Tes1 — )
Porém, xp 1 —xp = h e:

y@) = Y0 () — @) = flay(on)

Assim, fazendo as devidas substituigoes:
y(zhe1) = y(ze) + b f(2e, y(ar)

3



Mas como o célculo implica em encontrar aproximacoes dos valores reais, entao se
utiliza a notacao adequada:
Ykt1 = Ye + - f(2r, yi)

que é a equacao do método de Euler para £k =0,1,2,...,n — 1.

Exemplo: resolver a E.D.O. com P.V.I. a seguir na malha = € [0, 1], com h = 0,25,
usando o método de Euler.

dy 2
a7 Y
y(0) =1
Para determinar até que valor vai o indice k, entao:
b—a b—a 1-0
h = = = = 4
n T h 0,2

Dessa forma, o indice k vai variar de 0 até 3. Da condigao inicial do problema pode-se
deduzir que xog =0 e yo = 1. Além disso, tem-se que:

2$Ck
f(xkayk):yk_—
Yk
Para k£ = 0:
r1=20+h=04+0,25=0,25
21‘0 20
Lo, = ——=1—-—=1
f(oyo) Yo n 1
y1="% +h- f(zo,90) =1+0,25-1=1,25
Para k£ = 1:
To=x1+h=0,25+0,25=0,5
2my 2-0,25
=y ——=1,25— = 0,85
f(xlayl) U1 " ; 1’25 )
yo=y1+h- f(z,y)=1,25+0,25-0,85 = 1,4625
Para k£ = 2:

23 =29+ h=0,25+0,5=0,75

2x9 2-0,5
— oy — 22 4625 — 2
f($2>?/2) Y2 Yo ) 1,4625

ys =Yo + h- f(xe,y2) =1,4625+ 0,25 0,77874 = 1,6572
Para k£ = 3:

=0,77874

x4 =x3+h=0,25+0,75=1,00

213 2-0,75
f(x37 y3) Ys s ) 1’ 6572

=0, 75222



ys=ys+h- fzs,ys) =1,6572+ 0,25 0,75222 = 1, 84526

Sendo k = 3 a ultima iteracao, entao a solucao consiste na tabela a seguir:

T

Y

0,00
0,25
0,50
0,75
1,00

Exercicios

1,00000
1, 25000
1, 46250
1,65720
1, 84526

. Considere as Equagoes Diferenciais Ordinarias com Problema de Valor Inicial a seguir.

Encontre a sua solucao aproximada nas malhas especificadas com o espagamento
apropriado utilizando o método de Euler. Para cada problema, ha a solucao analitica.
Dessa forma, varifique os erros absolutos. Todos os calculos devem ser realizados com

quatro casas decimais, no minimo.

com h=0,5ex € [0, 2]. Solugio analitica y(z) = e(1/3*’~=

com h = 0,25 e malha x € [2, 3]. Solugdo analitica y(x) = = + flx

dy
y(0)=1
dy

CR STl
y(2) =1
dy 3
=7 63T 9

ORE
y(0)=0

com h =0,25e z € [0, 1]. Solugdo analitica: y(x)

dy

(d) a = ( +2x3)y3—xy
y(0)=1/3

_ 1.3z _ 1 3z 1 -2z
= sxe 557+ 3z€

com h = 0,5 e malha 2 € [0, 2]. Solucdo analitica: y(x) = (3 + 222 4 6e*°)~1/2



