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2. Sistemas de Equacoes Lineares Algébricas

Um sistema de Equagodes lineares algébricas € dado por:
a,x, +a,x, +---+a,x, =b
Ay X, + A5 Xy +-+a,, X, =b,

_nmlxl +ﬂm2x_‘- oot anmxn = b

i

Este sistema possui m equagdes e n incognitas e pode ser escrito da forma
matricial:

Ax=b
€111 que.
a,  dp ay, 1 Xy
4= ty ”I“: a, b=|™ e y— Yy
L B L% T L P b, mxl Yo Lua

A matriz 4 ¢ chamada de matriz dos coeficientes, e os vetores b e x sdo
chamados de vetor de termos independentes e vetor de incognitas respectivamente.
O mumeros X;.X,....,X, constifuem uma solucdo para o sistema se para

x, =x,,i=L12.---n as equacdes do sistema tornam-se em igualdades numeéricas. Todos

os meétodos que serdo estudados neste capitulo visam encontrar um vetor x que €
solucdo para este sistema. Os meétodos de resolucdo de sistemas de equacgdes lineares
sdo divididos em:

- Meétodos Diretos: Realizam um ntmero finito de operacoes sobre o
sistema para enconfrar sua solucao;

- Métodos Interativos: Encontra uma seqiiéncia de aproximacdes do
vetor solucdo até chegar-se em uma precisao pré-estabelecida.

2.1. Classificacao dos Sistemas Lineares quanto ao numero de solucoes

Antes de discorrer acerca do numero de solucdes de um sistema linear. € preciso
definir o conceito de posto de uma mafriz. Ao escalonar uma matriz, atraves de
operacoes elementares. obtém-se uma matriz equivalente a matriz original.



O posto da matriz ¢ o nimero de linhas ndo-nulas da matriz escalonada.
Precisamos definir também o conceifo de matriz aumentada do sistema. que € dada por
[A: b] sendo portanto:

! (1
jdy Ay a, | b \
) 4
[ Oy Ay Oy, b, \
[ f
\ oz i
\ /

II'-,anl a:l? e arm bn ,-'I

Chamaremos de p, o posto da matriz aumentada e p, o posto da matriz dos

coeficientes.
- Se p, = p, garantimos que existe pelo menos uma solugdo para o sistema:

- Se p_ =n garantimos que a solucdo do sistema. caso exista, € unica:

- Se p < n garantimos que a solugéo do sistema, caso exista. ndo € inica;
- Se p<m nao garantimos a existéncia de solucio.

2.2. Métodos Diretos

2.2.1. Método de Gauss

O método de Gauss é utilizado quando a matriz 4 € quadrada, de dimenséo
nxn, e consiste em transformar a matriz [4:b]. chamada de matriz aumentada do

sistema, em uma matriz triangular superior através de transformacdes elementares, ou
seja, o sistema original Ax = b ¢ transformado em Ux = ¢ de modo que:

fﬂn ap oa,| b X iy Uy Uy |G \
.-f Ay Ay o Oy, bz II'\. Trdnyinaces (’II 0 wuy - uy|c \"5
TS I R & o83 g|ed
\ ll." l /
l"',aﬂl a,, Tt Ay, bn J"I I", 0 0 e U, | G, f'll

As fransformacoes elementares possiveis sobre a matriz aumentada do sistema

a) Trocar a ordem de duas linhas:
b) Multiplicar uma linha por uma constante nao-nula;
c) Adicionar duas linhas.

Um matriz € dita ftriangular superior quando u, =0 para j<i com
i,j=12,....n. De posse da matriz triangular superior equivalente utiliza-se

substituicdes retroativas para encontrar o vetor solucéo.
A matriz triangular superior equivalente nos fornecera o seguinte sistema de
equacdes lineares que possui a mesma solucdo do sistema original:
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Exemplo 2.1 — Achar o vetor solucio do sistema linear de equacdes abaixo:

-2
W
|
—
n

A 1déia do método € tornar nulos os elementos da diagonal principal.
1° Etapa

Fazendo B, = Be sendo L. L{" I{” as linhas 1, 2 e 3 respectivamente de B,.

escolhe-se af;’ como pivd e calculam-se os multiplicadores:

(0)
0 9y 4 )
e

i 2

(0)
o Ty 2 1
?”31 ——I—GJ——E——

Com as transformacdes elementares sobre B, geraremos uma matriz B, de

linhas LV, LV, LY. As transformagdes elementares sio:



M (0)
L« L
19 IO+ mOLO

& (0 (©) 7(0)
Ly «— Ly +m3, L
As transformacodes acima resultam na matriz:

2 3 -1 5
B,=l0 -2 -1 -7
0 -6 2 -6

29 Etapa
A partir de B, escolhe-se ) como pivé e calcula-se o multiplicador.

1
n® ”_52) -6
hy mE—— = —— = —23
32 1
al -2

22

As transformagoes elementares para encontrar uma matriz B, que € a matriz
triangular superior sao:

LY « LY

IV « I

LY « [P +mP LY

Com essas transformacdes encontramos a matriz triangular superior equivalente
a matriz aumentada original:

2 3 -1 5
B,={0 -2 -1 -7
0 0 5 15

. . ;— T
O vetor solucdo do sistema e x=[1 2 3] .

i

A seguir sera mostrado um dispositivo pratico para facilitar a triangularizacéo:



Linha Multiplicador Coeficiente das Termos Transformacoes
Incognitas Independentes
(1) (2) 3 -1 5
) —(4/2)=-2 4 4 -3 3
(3) —(2/2)=-1 2 31 -1
4) 0(-2) -1 -7 2(1D)+2)
(%) —(-6/-2)=-3 0 6 2 -6 -1(1)+(3)
(6) 0 0(5) 15 -3(4)+(5)
Exemplo 2.2
8.7x,+ 3.0x, + 93x, +110x, = 164
24,5x, — 88x, +115x, —45.1x, = —49.7
52.3x, —84.0x, —23.5x, +11.4x, = —80.8
21.0x, — 81.0x, —13.2x, + 21.5x, =—106.3
Linha | Multiplicador | Coeficiente das Incognitas TI Transformacoes
(1) 8.7 3.0 93 110 16.4
) -2.82 245 -88 115 -45.1 -49.7
(3) -6.01 523 -840 -235 114 -80.8
) 241 21.0_-810 -132 215 -106.3
(5) 0.0(-17.26)-14.73 -76.12 -95.95 -2.82(1)+(2)
(6) -5.91 0.0 -102.03 -79.39 -54.71 | -179.36 -6.01(1)+(3)
@) -5.11 0.0 -88.23 -35.61 -5.01 | -145.82 2.41(1)+4)
(8) 0.0 00 (7.66) 395,16 387.70 -5.91(5)+(6)
(9) -5.18 0,0 00 3966 383,96 344.48 -5.11(5)+(7)
(10) 00 0.0 00166297 | -1663,81 -5.18(8)+(9)

O sistema equivalente apos a aplicacdo do método de Gauss é:

8.7y, + 3.0x, + 93x,+ 1L0x,= 164
~17.26x, —14,73x, — 7612x, = —95.95
7.66x, +39516x, = 387.70

—1662.97x, =—-1663.81
Utilizando substituicdes retroativas teremos:
¥=[097 198 —097 1.00]"

Para avaliar a precisdo dos célculos da aplicacdo deste método pode-se calcular o
residuo que € dado por:

r=b-Ax

ou seja:



16.4 8.7 3.0 9.3 110 0.97
—49.7 245 -88 115 —451]|| 198
—-80.8 523 -840 -235 114 || -097
—-106.3 210 -8L0 -13.2 215 1.00

0.042 |
0214 |
0,594 |
~0.594 |

2.2.2. Refinamento de Solucoes

Devido ao fato de trabalharmos com calculos aproximados, como no exemplo
2.2, teremos erros de arredondamento os quais podem se propagar no decorrer do
processo de triangularizacdo e substituigdes refroativas.

Esses erros podem comprometer o resultado do sistema, o que néo € desejado.

Supondo que ¥ seja uma solucio inicial encontrada para um certo sistema
Ax = b, teremos uma solucio melhorada ¥ =x@ +3@ em que 5 é uma parcela
de correcdo. Desse modo teremos que 4x® =b. Assim:

A(XO +39)=b
AT + 480 =)
A3 —h— 47"
A3 = O

Desse modo podemos concluir que para se obter a parcela de corregio & basta
encontrar a solugdo do sistema linear 45 @ =»® em que »® € o residuo produzido
pela solugio ¥

Com uma nova aproximacao ¥ e um novo residuo » podemos calcular outra
aproximacao. Este processo repete-se até se obter uma precisao desejada.

Exemplo 2.3 — Usar a técnica de refinamento para o exemplo 2.2

O vetor solugdo inicial do exemplo 2.2 é ¥ =[0.97 198 -097 L00]
comresiduo @ =[0.042 0.214 0.594 —0.594]" .

Resolvendo o sistema .48 = para encontrar a parcela de correcio teremos
que:
5@ =[0.0295 00195 —0.0294 0.0000]"

Desse modo a solugio refinada serda ¥ =x +3” o que resulta em:

x® =[L000 2,000 —0.999 1.000]



com residuo:
r® =[-0.009 —0.011 0024 0.013]

Caso se deseje uma precisdo ainda melhor da solucdo € possivel repetir-se o
processo 0 que nos forneceria a parcela de correcéo:

5@ =[0.0295 0.0195 -0.0294 0.0000]"
com o vetor solugao:

¥ =[L000 2,000 —1.000 1.000]

e residuo »® =[-0,009 0011 0,024 0013].

As linhas dos pivos sdo chamadas de linhas pivotais. E possivel que alguma
linha possua pivo nulo, o que € inadmissivel no meétodo de Gauss. Quando isso acontece
pode-se trocar as linhas do sistema convenientemente para se ter um pivo ndo nulo. Ha
ainda o meétodo da pivotacdo parcial que consiste em trocar as linhas convenientemente
de modo que o pivo sempre seja 0 maior valor possivel em modulo. Um resultado ainda
mais eficiente pode ser encontrado no método da pivotacdo completa.

2.2.3. Método da Decomposicao LU

O método de decomposicdo LU consiste em decompor a matriz dos coeficientes
em um produto de duas matrizes:

A=LU

Reescrevendo o sistema original Ax =5 teremos LUx=5. Fazendo y=Ux
teremos Ly = b. Esta decomposicao do sistema original produz dois sistemas lineares a
serem resolvidos. Sabendo que matrizes L e U sdo dadas por:

1 0 - 0] Uy, Uy Uy,

l, | 0 10 uy, u,,
L=|" e U=| . )

ly Lo - 1] 0 0 - wu,

resolvemos por substituicao direta o sistema Ly=Db e com o vetor y calculado
podemos encontrar o vetor solucdo ¥ resolvendo por substituicdo refroativa o sistema
Ux=y.

Este exemplo literal traz um sistema de equacdes com 3 equagdes e 3 incognitas.
Assim, fazendo 4= LU teremos:



In ay  dp o ay
‘F21 Lo 0010wy, | Ay oty
fnl gn] 1 0 0 “nn anl anE GMJ

1°Etapa
A primeira etapa consiste em determinar u,, =a,, para k=12.---.n. Para isso
multiplicamos a 1* linha de L pelas colunas de U e igualamos ao elemento adequado

da 1* linha de 4.

2%Etapa

Ay
u

Determinar /, = para k=2.---.n multiplicando as linhas de L pela 1*

11
coluna de U e igualando ao elemento adequado da 17 coluna de 4.

3°Etapa

Continuando com o mesmo raciocinio temos para os elementos restantes:

i—2
a; — Zfr.kulg
— =1

E importante ressaltar que esses elementos devem ser calculados no algoritmo de
uma ordem definida. Esta ordem deve obedecer ao critério que existem elementos de U
que dependem L e elementos de I que dependem de U .

Exemplo 2.4 — Resolver o sistema abaixo pelo método de decomposicao LU

'4x1 +3x, —x; =2
—2x, —4x, +5x;, =20

X, +2x, +6x;, =7

A matriz dos coeficientes é:

4 3 -1
A=[-2 -4 5
1 2 6

As matrizes L e U seriam da forma:



1 0 0 U, U,
L=, 1 0| :U=|0 uy
L, I, 1 0 0

19 Etapa
Achar os elementos w,, =a,, para k =12.3:

Uy, =a, =4

Uy, =a, =3

Uy, =a; =—1
29Etapa
: !
Determinar /,, = — para k=23:
Uy
a, -2
Iy =—t=—=-05
iy, 4
a, 1
l,, =—+=-=0.25
u, 4
3 Etapa

Determinar os elementos restantes:

ty, =ay,—> L, =ay,—lyu, =—4—(-053)=—4+15=-25

i, =“:3_Z‘Tfk”xg =a,,—l,u, =5—(-05.-1)=5-05=

k=1

Observe que esses elementos devem ser calculados nesta ordem que foi

mostrada. As matrizes L e UV sdo:



0 0] 4
L=|-05 1 0 :U=(0 —
025 -0.5 1] 0

2 L
n

g A~
h  —

(e
Lh

Primeiramente vamos achar o valor do vetor y

que € calculado resolvendo
Ly =D, ou seja:

J W =—2

05y, + v, =20

—0.25y, =05y, +y, = 7
Por substituicdo temos que:
y=[-2 19 17"

Com isso achamos o vetor solugdo x pelo sistema Ux = y . Assim:

Jﬁxl +3x,— x;,=-2
4 —=25x, +4.5x; =19
L 8.5x, =17

Por substituigcdo retroativa temos que:

¥=[-3 4 2

que € a solucdo do sistema.

2.3. Métodos Iterativos

A solucdo x de um sistema linear 4x=>b pode ser obtida utilizando-se um
método iterativo, que consiste em calcular uma seqiiéncia x®,x® ... x®_ . de

aproximacio de ¥ . sendo dada uma aproximacao inicial x .

Faremos nesta se¢do uma analise do metodo de Jacobi e do método de Gauss-
Seidel.

2.3.1. Método de Jacobi
Dado um sistema de equacgdes lineares:

a, X, +anx, +---+a,x, =b,

-
=

a, X, +a,x, +--+a,x, =b

_al}llxl +ﬂn12x2 +o+a Yu :b

mi” i



O método iterativo de Jacobi consiste em reescrever as equacdes do sistema da
seguinte forma:

. by —(apx; +a;x; +--+a,x,)
Y, =

ayy
) b, —(ay,x, +a,x;+---+a,x,)
X, =

Ay
x b.'l _(aﬂlxl +an2x2 +“-+am|—1xn—1)
X, =

d}‘fﬂ

ou para i =1.2....n temos que:

DR I

1

com j#i

Caso a, =0 devemos reorganizar as equagdes de modo a fazer com que sempre
a, = 0. Quanto mais iteracoes forem realizadas mais precisa serd a solugdo. no entanto

devemos estabelecer um critério de parada do algoritmo. Um dos critérios possiveis € o
calculo da diferenca enfre uma aproximacdo k& +1 e a aproximacdo anterior k e
compara-la a uma tolerancia € . ou seja:

max|x" —x®l <¢ paral<i<n

Exemplo 2.5 — Resolver o sistema de equacdes lineares abaixo para pelo
método de Jacobi com tolerdncia £ <107

Reescrevendo as equagoes de acordo com o meétodo, temos que:

ey 1 .
ﬁrnz?a+x@)

\n 1] _ (q Ik))
Estabelecendo um vetor solu¢do inicial ¥ =[0 0]" teremos:

1 , 1
b S0y = —
= ,,(1+.12 )_2(1+O)_0.,5

para k=0 - )
w_La oyl o
X5 B3—x) (3-0)=15
“va 2 = 41 2 = =
M (0)

Teste do critério de parada: mar‘ —x;| <& = max(0.5:1.5) < 0.01? Falso




@ = %(1 +x) = %(1 +15)=125
para k=1 '1' hl
7 =203-x")=2(3-05)=125

Teste do critério de parada: mm‘r ‘ <& = max(0,75:0.25) < 0,017 Falso

o= Lo x@y=Las128)=1125

Fo» 2 ’ 2

para k = _
(1—\*0)):1(3—1.25):0__875

Teste do critério de paladq mm‘ x x(33| < g = mdx(0,125,0.375) < 0,01 ? Falso

_,‘,1\'4) =—(1+ x§3)} = l(1 +0,875)=0.938
para k=3 2 2

x$ = (" ):%(:—1.125) =0.938

Teste do critério de parada: mcix‘xf” —x" j| <& = max(0.187:0.063) < 0,017 Falso

O %(1 +x@y = L140.938) = 0,969
para k=4 I 21
) :E( — '41)—5(3— .938) =1.031

Teste do critério de parada: mm“xf”) —x¥

<& = mdx(0.031:0.093) < 0,017 Falso

9 = 1(1+r' 2 _—(1+10%1)_1016
para k=5 2

) 1
K =565

—0,969) =1016

&

Teste do critério de parada: ?Jid.f‘.ffﬁj —x?

<& = max(0,047:0,015) < 0.01 ? Falso

:l(1+ l(1+1,_016) =1.008
=6 2 2
para k =

. ) 1
= —(3-x)==(3-1016) = 0,992
S5 B=x)=2( )

Teste do critério de parada: mdrx‘xf” —x®

<& = max(0.008;0.024) < 0.01? Falso

no 1

—(1+x37) == (1+0.992) = 0,996
para k=7 ‘l' 21
P = G- )= 3 (3-1.008) = 0.996

Teste do critério de parada: mdrx‘xfs] —x7

<& = max(0.012:0.004) < 0,01 ? Falso



x? = %(1 +x¥) = %(1 +0.996) = 0.998

i

para k=8
@ _L1a ey 1, 1002
x5 —2(3 x; )—2(3 0.996) = 1,002

Teste do critério de parada: ma’w‘xfg) - xfg)‘ < & = max(0,002:0,006) = 0.01? Verdadeiro

Como o critério de parara € satisfeito entdo o algoritmo para e os valores de
¥ =0998 e ¥ =1,002 sdo o vetor solugdo. Assim ¥ =[0.998 1,002]" .

2.3.2. NMétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel consiste em uma melhoria no método de Jacobi. Este

método consiste em utilizar valores ja calculados naquele passo x*" para calcular o

(k+1)
i+1

valor de outra incognita x, . Isso faz com que a convergencia deste método seja mais

rapida do que o meétodo de Jacobi. Podemos reescrever o sistema de equacdes da
seguinte forma:

o 1 . .
LR+l (k) (k) (k)
X = (by —apxy” —apx;” —... —a,x,”)
1
. 1 .
LR+ (k+1) (k) LK)
Xy = by —ay X —ayxs . —ay,x,”)
ay,
(k) _(k+1) (k+1) (k+1)
:\n - a (bn - l'('\'rul:'\‘l - au?'YE B an.u—l 'Yrr—l
nm

ou seja:

) 1 i-1 n
x = — (b, =2 ax0 = > a.x")
i

J=l J=itl
Um critério de parada possivel € dado por:

mdx‘xf“l) —x®|<e paral<i<n

em que € € uma tolerancia.

Tanto o método de Jacobi quanto o método de Gauss-Seidel permitem um
critério de parada que pode ser utilizado juntamente com os critérios ja mencionados.
Este critério consiste em estipular um numero maximo de iteragdes. O algoritmo para,
quando k > M emque M ¢ o niimero maximo de iteragoes.

Exemplo 2.6 — Resolver o sistema de equacoes lineares abaixo para pelo
método de Gauss-Seidel com tolerdncia ¢ <107



Reescrevendo o sistema de acordo com o método de Gauss-Seidel:

A = —(1+x{7)

—

1 (
:.\_én—ljl _ ? (3 _ .YII‘JH—I) )

—

Estabelecendo o mesmo vetor solugdo inicial do exemplo 2.5 x =[0 0]"

teremos:
o Lo oy 1
X7 ==(1+xy")==(1+0)=0.5
1 2 2 2
para k=0

1 o 1 _
Xy =—(GB-x" :E(3—0,5)=1.25

—

Teste do critério de parada: m(ffx‘x(l) — x| <& = mdx(0,5:1.25) < 0,012 Falso

i

o )
X = E(1+ X)) = 5(1+ 1.25)=1125

para k=1 _
y_ Lo w1 - 2
==(3—x )=5(3—1._125)=0.9375

(2
X,

2

“

Teste do critério de parada: m(h“x(:') — x| < £ = max(0,625:0,3125) < 0,01? Falso

i

P = %(1 +x7) = %(1 +0.9375) = 0.96875

para k=2

[a—

1
xP = ~(3- ¥ = = (3-0.96875) =1.015625

“

<& = max(0,15625:0,078125) < 0,01? Falso

Xy

Teste do critério de parada: mcix‘v(:') —x®

XY= % (1+xP) = %(1 +1.015625) = 1.0078125
para k =3 ) .
P = 5 (3—-xP) = 5 (3-1.0078125) = 099609375

1

Teste do critério de parada: mdx|x.‘2) - xf”‘ <& = max(0,0390625:0,01953125) < 0,01?

Falso

x = l(1 +xP) = l(1 +0.99609375) = 0.998046875
) ? 2

para k=4 ) .
x = 5(3 —x) = —(3-0.998046875) =1,0009765625

Teste do critério de parada:

mm\x}?l — x| <& = mdx(0,009765625,0,0048828125) < 0,01? Verdadeiro




O vetor solugdo portanto € ¥ =[0,998046875 1,0009765625]. Percebe-se que

com o metodo de Gauss-Seidel a conversao se deu em menos iteragcoes em relacdo ao
meétodo de Jacobi para uma mesma condicio inicial.

2.4. Quando usar métodos diretos ou iterativos
De uma maneira geral podemos afirmar que os métodos iterativos sdo mais
eficientes quando temos a matriz dos coeficientes do tipo esparsa. ou seja, com grande

numero de zeros entre seus elementos. Os metodos diretos sdao mais eficientes quando
temos sistemas de pequeno porte com matrizes de coeficientes densas.

2.5 Critério de Convergéncia



