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GERACAO DE CAMINHOS PONTO-A-PONTO PARA
ROBOS MOVEIS COM RODAS
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Resumo— Este trabalho propoe um método de geracao de caminhos ponto-a-ponto que respeitam as restrigoes
cinemadticas de um robd mével com duas rodas. O caminho gerado é descrito por curvas continuas, e nao por uma
seqiiéncia de arcos de circulos e segmentos de reta. Polindmios paramétricos de terceiro grau sdo utilizados para
calcular as varidveis de configura¢do do robd, z(A) e y(A). O angulo de orientacdo do robd, 8(A), é imposto para
atender a restricao nao-holonémica. Sao usados os coeficientes livres dos polinémios para aprimorar o caminho,
impedindo z(A) e y(A) de terem méximos ou minimos entre os extremos do caminho. Este critério tende a gerar
caminhos mais curtos, evitando movimentos desnecessérios.

Abstract— This paper proposes a point-to-point path generation method, consistent with the non-holonomic
constraints of a two-wheeled mobile robot. The generated path is described by continuous curves, instead of
a chain of different types of curves. Parametric polynomials of third degree are used to calculate the robot
configuration variables, £()\) and y(A). The orientation angle, §(\), is imposed to respect the non-holonomic
constraint. The free polynomial coefficients are used to refine the path, avoiding maximal or minimal values of
z(A) and y(A) during the path. This tends to generate shorter paths, avoiding unnecessary backward movements.

Key Words— Wheeled mobile robots, path generation, non-holonomic constraints.

1 Introducao

A geragdo de caminhos é um dos principais proble-
mas na navegacao de robos méveis. Normalmente,
esta geracdo divide-se em duas fases: a primeira
consiste em planejar um caminho geométrico no
espago de trabalho, que vai da configuragio inici-
al do robd para a sua configuracdo final desejada,
sem colisdes com os obsticulos do ambiente. A
segunda etapa consiste em adaptar este caminho
para torna-lo viavel para o robo.

A maijoria das técnicas existentes para en-
contrar caminhos sem colisdo foi compilada por
Latombe (Latombe, 1991). S&o métodos bem
fundamentados cuja eficiéncia ja foi amplamen-
te apresentada na literatura (Hwang and Ahu-
ja, 1992; Choset and Burdick, 1995a; Choset and
Burdick, 1995b; Léon and Sossa, 1998).

Quando o robd possui restrigoes cinemaéticas,
os caminhos sem colisdo calculados pela maio-
ria destes planejadores nao sao diretamente exe-
cutaveis pelo robo. Para resolver este problema,
deve-se adaptar o caminho geométrico encontra-
do para um caminho que o rob6 possa percorrer.
Uma possivel técnica de adaptacio, proposta por
Laumond et al (Laumond et al., 1994), consiste
em:

e dividir o caminho geométrico em n segmen-
tos, o que cria n + 1 arestas;

e sem levar em conta os obstdculos, calcular ca-
minhos ponto-a-ponto entre as arestas adja-
centes e que sejam executiveis pelo robo;

e verificar se os caminhos ponto-a-ponto geram
alguma colisdo com obstdculos; em caso afir-

mativo, aumentar o nimero n de segmentos e
refazer o procedimento; caso contrario, o con-
junto encadeado dos caminhos ponto-a-ponto
constitui o caminho sem colisdes para o robd.

Esta abordagem faz surgir a necessidade de
calcular caminhos ponto-a-ponto entre duas confi-
guracoes distintas e que sejam executdveis diante
de restri¢does nao-holonémicas. Um método bas-
tante utilizado para isso foi proposto por Reeds
e Shepp (Reeds and Shepp, 1990). Eles prova-
ram que para um carro que se move para frente e
para tras, o caminho mais curto entre duas confi-
guracoes pertence a um conjunto finito de combi-
nacoes de arcos de circulo de raio minimo e seg-
mentos de reta. Todo caminho proposto por esse
método é composto de trés elementos encadeados.
Para um robo de duas rodas com acionamento di-
ferencial, como o mostrado no esquema da Fig. 1,
os arcos de circulo de raio minimo do movimen-
to reduzem-se a uma rotacéo em torno do eixo do
robd. Isto faz com que o caminho de comprimento
minimo proposto seja sempre formado por:

e uma rotagdo sobre si mesmo para apontar pa-
ra o préximo ponto desejado;

e um movimento em linha reta; e

e uma rotagdo para a orientacdo final desejada.

Em algumas situacoes bastante dinadmicas,
onde o objetivo final do rob6 se altera rapidamen-
te?, o método de Reeds e Shepp néo é apropriado
quando sao utilizados estes robds com acionamen-
to diferencial. Nestas situagdes, ndo é adequado

aPor exemplo, no futebol de robés.
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que o robo interrompa a sua trajetéria em curso
para ajustar a orientacao em busca do novo pon-
to final a ser alcangado. Outro problema é que,
caso este ponto final seja um alvo mével com ve-
locidade linear comparével 3 velocidade do roboP,
corre-se o risco do rob6 permanecer girando inde-
finidamente, sem sair da primeira fase de movi-
mento, tentando apontar para o alvo.

Como alternativa, este trabalho propoe uma
nova técnica para unir duas configuragdes no es-
paco de trabalho. O método proposto normal-
mente atua em conjunto com métodos de planeja-
mento de caminhos geométricos, responsaveis pela
determinacdo de caminhos sem colisdo.

Y

Figura 1. Esquema de um rob6é mével com raio de giro
igual a zero e suas varidveis z, y e 8, de configuracao

A técnica proposta é baseada na utilizacdo de
polinémios paramétricos de terceiro grau para cal-
cular as varidveis de configuragdo do robd, z(A) e
y(A\) (ver Fig. 1). O angulo de orientacdo 6(\),
devido & restricdo nao-holonémica, ndo é calcu-
lado como uma varidvel livre, mas é sempre su-
posto coincidir com a tangente do caminho. O
parametro A tem valores entre (0,1), onde os valo-
res extremos desse limite indicam as configuragdes
inicial e final, respectivamente. Polindémios de ter-
ceiro grau foram escolhidos porque eles possuem
o menor grau em que ha pardmetros livres para se
refinar os caminhos, segundo os critérios que serdo
apresentados na, se¢io 5.

Uma caracteristica interessante do método
aqui proposto para aplicacoes em tempo real é a
determinacdo do caminho por uma férmula fecha-
da e de calculo extremamente rapido, o que per-
mite a sua determinacdo a cada passo de amostra-
gem. O método sugerido por Reeds e Shepp, por
exemplo, apresenta um total de 68 possiveis cami-
nhos que devem ser testados para se determinar o
mais apropriado.

O restante do artigo apresenta-se da seguinte
forma: na secdo 2 o gerador de caminhos e algu-
mas formulagbes sdo apresentados; na se¢do 3 as
singularidades mateméticas do método sdo anali-
sadas; na secdo 4 é mostrado o porqué da neces-
sidade de aprimorar o caminho do rob6 segundo
os critérios que sdo apresentados na secdo 5; na
secdo 6 alguns resultados sao apresentados e por
fim, conclusoes sdo mostradas na sec¢do 7.

bPor exemplo, quando o robd deve alcangar uma bola.

2 Meétodo de Geragao do Caminho

A geracido de caminhos para robds mdveis com
rodas tem que satisfazer as restricdes nado-ho-
lonémicas. No caso de um robd com duas rodas
acionadas por mecanismos diferenciais, isso signi-
fica que a orientagdo do rob6 deve apontar para
a direcao do vetor velocidade linear. Neste arti-
go, as varidveis de configuracdo x e y sao geradas
por polindémios de terceiro grau com coeficientes
desconhecidos, dados pelas Egs. (1) e (2).

z(A) = ag + a1 X + ax\? + az\3 (1)
y(A) = bo + b1 A + baA? + bz A3 (2)
Para satisfazer & restricdo ndo-holonomica, o

angulo de orientacdo 6 do robo é imposto através
da rela¢do mostrada na Eq. (3):

6(\) = arctan (Zi;;li) = arctan (d(\)) (3)

onde d()), introduzido para simplificar a notagéo,
é dado pela Eq. (4):

b1 + 2boA + 3b3 A2
d(}) = tan(0(})) = ai + 2a2)\ + 3a33)\2 )

Nas Egs. (1), (2) e (4), o pardmetro A tem
valores entre (0, 1). Quando A = 0, o robd esta na
sua configurac¢io inicial (z;, y;, d; = tan(6;)) e, de
modo similar, quando A = 1, o rob0 estd na sua
configuragdo final (zy, ys, df = tan(dy)). Com
estas condigdes de contorno (z(0) = z;, y(0) = y;,
a0) = di, 2(1) = a5, y(1) = y5, d(1) = dy),
obtém-se um sistema linear com seis equacoes e
oito variaveis, dado pelas Eqgs. (5).

b1+2b2+3b3+df(a1+2a2+3a3) =0
ap + a1 +az +as =y
bo + b1 + by + b3 = yy

5
bl—dialzo ()
ag = T;
bo = yi

Como se tem um numero maior de varidveis
do que equagdes, dois dos oito coeficientes podem
ser arbitrados. Foram escolhidos a; e as como
varidveis livres porque obtém-se expressoes para
os outros coeficientes onde ndo hé divisdes, o que
evita singularidades na divisdo por zero. Desse
modo, é obtida uma solucio dada pelas Egs. (6),
onde Az =27 —z; e Ay =yy —y;.

ay = T;
a3 = Az —a; —as

bo = yi

bl = dial

by = 3(Ay — dfAx) + 2(dy — d;)ay + dyras
bs = 3dyAz — 2Ay — (2dy — d;)ar — dyas
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Quaisquer valores atribuidos aos coeficientes
livres a; e as resultardao em um caminho que res-
peita as restricdes ndo-holondmicas e as condi¢oes
de contorno. Os caminhos gerados, entretanto,
nem sempre serdo adequados, conforme se deta-
lha na secéo 4.

3 Singularidades Matematicas

O resultado apresentado pelo sistema das Egs. (6)
é aplicdvel para a maioria das situacdes, exceto
quando 6; e/ou 0y forem iguais a +n/2. Nestes
casos os termos d; e/ou dy tendem a infinito. Trés
situagoes devem ser consideradas:

1. quando 6; e 8¢ forem iguais a +7/2; e
2. quando somente 0; for igual a £7/2; e
3. quando somente 8 for igual a +7/2.

Diante disto, o sistema da Eq. (5) modifica-se
através da anilise realizada na Eq. (4). Para que
os termos d; e/ou dy tendam a infinito, o denomi-
nador na Eq. (4) deve tender a zero, o que permite
montar outro sistema do qual deve-se escolher ou-
tros coeficientes como varidveis livres.

Assim, para o caso 0; e 07 iguais a £7/2, tem-
se que o resultado do novo sistema é dado pelas
Egs. (7), sendo by e be as varidveis livres.

((ap = ;

a; =0

as = 3Az
<a3=—2A$ Q)
bo = y;

L b3 = Ay — by — by

Para o caso onde s6 6; = £7/2, escolhem-se
as e bs como os coeficientes livres. A solucdo é,
entdo, dada pelas Egs. (8).

4

ap = Z;

a1 =0

as = Ax —as

bo = yi

b1 = 2(Ay — dyAz) — dyas + bs
(b2 = (2d Az — Ay) + dyaz — 2bs

Por fim, para o caso onde somente 8 = +m/2,
podem-se escolher a; e by, como varidveis livres,
obtendo o resultado mostrado pelas Egs. (9).

(ap = m;

as = 3Ax — 2a,

as = a1 — 2Ax

bo = yi

by =diaq

( b3 = Ay —d;a1 — bs

Da mesma forma que para o caso geral, quais-
quer valores atribuidos aos coeficientes livres re-
sultarao em caminhos que respeitam as restrigoes,
mas que ndo sdo necessariamente adequados.

4 Caminhos Nao-aprimorados

Embora os caminhos gerados pelas Eqgs. (6), (7),
(8) e (9) satisfagam s restri¢des ndo-holondémicas
e de contorno, algumas vezes o caminho resultante
ndo é o mais adequado segundo o senso comum,
dependendo da escolha dos valores dos coeficien-
tes livres. Por exemplo, a Fig. 2 mostra o resul-
tado obtido para (z;, y;, 8;) = (-0.40, -0.40, %) e
(zy, ys, ) = (0.40, 0.40, %), onde os valores de
a; = —1.6863 e ax = 2.4863 foram explicitamen-
te escolhidos para exibir este comportamento e o
restante dos coeficientes foram calculados através
do sistema da Eq. (6).

T T T T T T T
0.6 b

04 4

0.2 b

0
x(m)

Figura 2. Caminho néo adequado de (-0.40, -0.40, {5 ) para
(0.40, 0.40, T)

Intuitivamente, este caminho apresentado ndo
é o mais adequado, uma vez que ele contém um
movimento desnecessario na dire¢ao oposta ao al-
vo, ou seja, durante um determinado instante de
tempo a distancia entre o rob6 e o ponto final es-
pecificado cresce. Portanto, torna-se importante
utilizar um critério de aprimoramento do caminho
de forma a encontrar valores mais adequados para
os coeficientes livres dos polinémios.

5 Critério de Aprimoramento

O critério de aprimoramento adotado consiste em
impedir, sempre que possivel, que os polindmios
das Egs. (1) e (2) tenham maximos ou minimos no
intervalo 0 < A < 1. Isto elimina eventuais movi-
mentos de ida e vinda, como no exemplo da Fig. 2.
Uma outra conseqiiéncia interessante é que, caso
este critério de aprimoramento possa ser atendi-
do, os caminhos ficam confinados ao quadrildtero
delimitado pelas posi¢des inicial e final.

1521



XIV - Congresso Brasileiro de Automatica
Natal - RN, 2 a 5 de Setembro de 2002

Assim, considerando-se as derivadas em re-
lagdo a A das Egs. (1) e (2), dadas pelas Egs. (10)
e (11):

dz/d\ = a1 + 2a2) + 3az\’ (10)
dy/dX\ = by + 2by )\ + 3bs\? (11)

as suas raizes devem atender uma das seguintes
condigoes:

as duas raizes sdo complexas; ou

as duas rafzes sdo menores ou iguais a 0; ou
as duas rafzes sdo maiores ou iguais a 1; ou
uma raiz é menor ou igual a 0 e a outra, maior
ouigual a 1.

A primeira condicdo implica que o discri-
minante (A) da equagdo de segundo grau deva
ser negativo; as outras podem ser matematica-
mente expressadas usando o critério de Routh-
Hurwitz (Ogata, 1997), de forma direta ou através
de alguma mudanca de variavel.

Aplicando-se separadamente estas condicGes
para as Egs. (10) e (11), encontram-se dois sis-
temas distintos de inequacoes que delimitam duas
regides no espaco dos coeficientes livres, uma para
satisfazer o critério de aprimoramento na direcao
z e outra, na dire¢do y. Como os coeficientes li-
vres sao diferentes para o caso geral e para os casos
onde 6; e/ou Oy sdo iguais a +m/2, serd feito um
estudo separado para cada uma destas situagoes.

5.1 Regides para o Caso Geral

A regido a; X as que satisfaz o critério de aprimo-
ramento para z(A) é delimitada por um sistema
dado pelas Inegs. (12). Para Az > 0, esta regido
pode ser visualizada na Fig. 3.

ax 2 0
as Z —a (12)
az < 3Ax — 2a;

ag

3Ax

3Az

ay

—3Az |- - — — —

3Az — 2a1

Figura 3. Regido que satisfaz as restri¢cdes em x(\), consi-
derando Az > 0

Calculos similares podem ser feitos para a di-
recao y. Chega-se entdo a regido admissivel deli-
mitada pelo sistema das Inegs. (13). Para Az > 0
e Ay > 0, esta regido é mostrada na Fig. 4 se
di>0eds>0enakFig.5sed; >0edy <O0.

dial Z 0
dfag S 3de£U — 2dfa1

a2

3Az

3(dgAz—Ay) 3y
— d4; a;

;—2d 3(dsAz—A
f)a + (dy v)

A
3Az76d—f _____ a; 1 a5

3Az — 2a;

Figura 4. Regido que satisfaz as restricbes em y, para Az
e Ay positivos, d; > 0edy >0

a2

3(dgAz—Ay)
dy

3(dsAz—Ay)
a5

3Az d:—2d
( 1df f)a1+

3Ay
d;

Ay
3Az — 6d_i

Figura 5. Regido que satisfaz as restrigdes em y, para Az
e Ay positivos, d; > 0edy <0

Para se encontrar valores para os coefici-
entes a; e as que satisfazem o aprimoramento
nas dire¢ées x e y simultaneamente, é preciso
determinar-se a interse¢do entre as regides delimi-
tada pelas Inegs. (12) e (13) e escolher um ponto
dentro desta regido resultante. Para simplificar a
andlise, Az e Ay serdo supostos sempre positivos.
Isto nao gera perda de generalidade: se, por exem-
plo, Az for negativo, ele serd tomado em médulo
e, ao final do célculo, basta que os sinais dos co-
eficientes a;, as e az sejam trocados. Se Ay for
negativo, toma-se o médulo e os sinais dos coefi-
cientes by, by e by devem ser trocados ao final.

Pela anélise dos sistemas (12) e (13), conclui-
se que sé existe uma interse¢cdo nao-nula entre as

1522



Natal - RN, 2 a 5 de Setembro de 2002

E XIV - Congresso Brasileiro de Automatica

regioes quando d; e dy forem ambos positivos. Isto
se percebe nos exemplos mostrados nas Figs. 3 e
4, onde h3§ intersecdo, e nas Figs. 3 e 5, onde nao
h4 intersecao.

Deste modo, as condigdes para as direcoes x e
y podem ser satisfeitas de maneira conjunta ape-
nas quando o robd estiver orientado para o interior
do retangulo definido pelas suas posi¢oOes inicial e
final tanto no inicio quanto no fim da trajetoéria.
Quando n&o for este o caso, s6 serd possivel apri-
morar o caminho em uma das duas dire¢oes. A
Fig. 6 ilustra estas duas situagdes.

Figura 6. SituacOes onde (a) é possivel; (b) nao é possivel
aprimorar o caminho nas duas direcdes

5.2 Regides para os Casos de Singularidades

O mesmo critério de aprimoramento imposto ao
caso geral, onde os angulos inicial e final sdo dife-
rentes de +m/2, aplica-se as singularidades apre-
sentadas na secdo 3. Desse modo, uma vez que
sdo utilizados outros coeficientes livres, outras re-
gioes sao obtidas. De forma similar, considera-se
que os termos Az e Ay sdo positivos.

Para a situacdo em que §; e §; sdo iguais a
+7/2, somente o polinémio y(A) depende dos co-
eficientes livres, como mostrado nas Egs. (7). O
critério de aprimoramento é sempre satisfeito na

direcdo z. A regido para y é delimitada pelas
Inegs. (14).

by >0

by > —b1 (14)

Para o caso onde somente §; = +7/2, a regido
que atende a z()) é dado pela Ineq. (15).

—2Az <az < Az (15)
enquanto para y(\) é delimitada pelas Inegs. (16).

as Z —QA.Z'
bs < Ay (16)
b3 2 dfa3 - 2(Ay - deiL‘)

E, por fim, quando somente §; = +7/2, o
resultado para z(A) é dado pela Ineq. (17).

0<a; <3Az (17)

e, para y(\), delimitada pelas Inegs. (18).

ai 2 0
by > —diar (18)
bg S —2d,-a1 + 3Ay

Nestes casos sempre existem valores dos coe-
ficientes livres que permitem satisfazer de forma
simultanea o critério de aprimoramento nas di-
recoes x € y.

6 Exemplos de Utilizagao

A Fig. 7 mostra um caminho onde o critério de
aprimoramento pode ser aplicado para ambos os
eixos. As configuracdes inicial e final sdo as mes-
mas do caminho mostrado na Fig. 2, mas o cami-
nho calculado é intuitivamente bem mais adequa-
do, além de estar confinado ao retangulo definido
pelos extremos da trajetoria.

06

04r

021

-0.21-

Figura 7. Caminho aprimorado, satisfazendo z(\) e y(\)
simultaneamente, de (-0.40, -0.40, {5 ) para (0.40, 0.40, &

718
A Fig. 8 exemplifica uma situa¢io onde o apri-
moramento nas duas dire¢oes ndo é possivel. Sdo
mostrados dois caminhos, onde em um deles x(\)
foi submetido ao critério e y(A) no outro.

04

0.2

Figura 8. Caminhos aprimorados satisfazendo z(\) e y(\)
separadamente, de (-0.40, -0.40, 3) para (0.40, 0.40, _T%)
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7 Conclusoes

A principal contribuicio deste artigo é um método
de geracdo de caminhos ponto-a-ponto que res-
peitam restricdes ndo-holonémicas onde os cami-
nhos gerados sdo descritos por func¢des polinomi-
ais continuas e ndo por uma cadeia de diferentes
segmentos. Assim, um novo caminho pode ser re-
calculado a cada passo, levando em consideracao
somente a atual configuracdo inicial e a configu-
racdo final desejada.

O método proposto pode trabalhar em con-
junto com técnicas padronizadas de planejamen-
to de caminhos geométricos sem colisdo. Em um
ambiente sem obsticulos ou com obsticulos dis-
tribufidos de forma esparsa, como o ambiente de
futebol de robos, a técnica proposta pode ser uti-
lizada como planejador de caminhos, desde que as-
sociada a métodos locais de desvio de obstaculos.

O critério de refinamento adotado garante que
0 robs sempre se movimente reduzindo monotoni-
camente a distdncia até o alvo nos eixos x e y,
no melhor caso, ou ao menos em um deles. No
melhor caso, isto permite garantir o confinamento
do robo ao retangulo delimitado pelos extremos
do caminho desejado. Esta propriedade pode ser
util em algumas situacgdes como, por exemplo, em
possiveis testes de colisao.

Extensoes deste trabalho incluem geragdo de
perfis de velocidade para os caminhos encontra-
dos, testes comparativos com outros adaptado-
res de caminhos geométricos para rob0s com res-
tricdes nao-holonémicas, como clotéides, pesqui-
sa de novos critérios para aprimorar o caminho e
andlise de outros graus de liberdade para garantir
outros aspectos, como caminhos de comprimento
minimo.
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