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Capitulo 1

Introducao aos Sistemas de
Controle

1.1 Definicoes basicas

O controle automético tem desempenhado um papel vital no avango da engenharia e da
ciéncia. Além de sua extrema importancia em veiculos espaciais, pilotos automaticos de
avides e misseis, robds e outros sistemas complexos, o controle automatico tornou-se uma
parte importante dos modernos processos industrias e de manufatura, principalmente nas
operagoes industriais de controle de pressao, temperatura, humidade, viscosidade e fluxo.

A engenharia de controle é baseada nos fundamentos da teoria da realimentacao e na
andlise de sistemas lineares. Esta base tedrica faz que com a engenharia de controle nao
seja limitada a nenhuma disciplina especifica da engenharia. Por exemplo, muitas vezes
um sistema, de controle inclui componentes elétricos, mecinicos e quimicos. Além disso, a
medida em que nossa compreensdo dos sistemas politicos, sociais e financeiros aumenta, a
possibilidade de controlar tais sistemas também aumenta.

Um sistema de controle é uma interconexao de componentes formando uma confi-
guragdo tal que gere a resposta desejada para o sistema. A base para andlise de um
sistema sdo os fundamentos fornecidos pela teoria de sistemas lineares, que assume uma
relacdo causa—efeito para os componenentes do sistema. Logo, o componente a ser con-
trolado, conhecido como planta ou processo, pode ser representado pelo bloco da figura
1.1. A saida da sistema normalmente é a varidvel controlada, ou seja, a quantidade ou
condi¢do que é medida e controlada. A waridvel manipulada (normalmente a entrada do
sistema) é a quantidade ou condigdo que é variada de modo a afetar o valor da varidvel
controlada da maneira desejada.

Entrada —| Processo —— Saida

Figura 1.1: Bloco representativo de um componente a ser controlado



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO AOS SISTEMAS DE CONTROLE

Um sistema de controle em malha aberta geralmente utiliza apenas um atuador para
obter a resposta desejada, como mostrado na figura 1.2. O atuador é responsavel pela
conversdo e compatibilizacdo de grandezas fisicas e pela elevagdo do nivel de poténcia
necessarios para excitar diretamente a planta.

Saida

. Atuador = Processo —— Saida
desejada

Figura 1.2: Diagrama esquemadtico de um sistema de controle em malha aberta

Em contraste com um sistema de controle em malha aberta, um sistema de controle em
malha fechada utiliza uma medida da saida efetiva para compard-la com a saida desejada.
A medida do sinal de saida, obtida por um sensor, é chamada sinal de realimentagdo.
Um sistema de controle realimentado em malha fechada simples é mostrado na figura 1.3.
Um sistema de controle realimentado tende a manter a relagao desejada de uma varidvel
do sistema com outra por comparacdo dessas varidveis e utilizagdo da diferenca como
mecanismo de controle. A diferencga entre o sinal de saida e o valor desejado para o sinal
de saida é o sinal de erro, ou simplesmente erro.

Saida
desejada

Controlador = Processo = Saida

\

—— Comparagdo

A

Sensor -

Figura 1.3: Diagrama esquemdtico de um sistema de controle em malha fechada

A necessidade dos sistemas de controle de malha fechada aparece principalmente nos
sistemas sujeitos a perturbacdes. Pertubacgoes sao sinais que tendem a afetar de maneira
adversa o valor da saida do sistema, normalmente de maneira nao previsivel e fora do
controle do sistema. Um exemplo classico de perturbacao sao os sinais de ruido.

Devido & crescente complexidade dos sistemas controlados e ao interesse em obter-
se um desempenho 6timo, a importancia da engenharia de controle cresceu bastante a
partir dos anos 80. Além disso, & medida em que os sistemas se tornam mais complexos,
a interrelacdo de muitas varidveis controladas deve ser considerada em um esquema de
controle. Um diagrama de blocos representando um sistema de controle multivaridvel é
mostrado na figura 1.4.

Um exemplo comum de um sistema de controle em malha aberta é uma torradeira
elétrica em uma cozinha. Um exemplo de sistema em malha fechada é uma pessoa dirigindo
um automével: os olhos “medem” a posi¢ao do carro na rua e o motorista atua para fazer
as eventuais corregoes necessarias.
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Saidas — ™ > ™ Variaveis
. —| Controlador = Processo - .
desejadas .| - de saida

A2

\

Sensores

A A*

Figura 1.4: Diagrama esquematico de um sistema de controle multivaridvel

A introducao da realimentacdo permite controlar a saida desejada e pode melhorar
a precisdo, mas requer atencdo quanto aos aspectos de estabilidade da resposta: é bem
conhecido o fato que o “controlador” humano, quando dirigindo o carro, é propenso a
acidentes em determinadas situacoes.

Os sistemas de controle sdo, as vezes, divididos em duas classes. Se o objetivo do
sistema de controle é manter uma variavel fisica em algum valor constante na presenca
de distirbios ou perturbagoes, chamamos a este sistema de regulador. Um exemplo de
sistema de controle regulador é o sistema bioldgico do corpo humano, que mantém a
sua temperatura em aproximadamente 36,5°C, mais ou menos independentemente do
metabolismo do corpo ou da temperatura ambiente.

A segunda classe dos sistemas de controle é a dos servomecanismos. FEmbora este
termo tenha sido originalmente empregado para um sistema que controlava um movimento
ou posicao mecanica, atualmente é usado com freqiiéncia para descrever um sistema de
controle no qual uma varidvel fisica deve seguir ou acompanhar alguma outra varidvel
fisica ou uma func¢ao do tempo desejada. Um exemplo é um sistema de posicionamento
de antena de satélite, onde sua posi¢ao deve ser permanentemente ajustada para apontar
diretamente para o satélite.

1.2 Historia do controle automatico

Um dos primeiros dispositivos realimentados foi o relégio d’agua do século IT a.C. O tempo
era medido com base na dgua que, através de um orificio, escoava de um reservatério a
uma taxa constante. Esta dgua enchia um segundo reservatério: medindo-se a altura da
coluna d’agua, conseguia-se saber o tempo decorrido. Para manter a taxa de escoamento
constante, o nivel de 4gua no primeiro reservatério deveria manter-se inalterado ao longo
do tempo, o que tornou necessario algum mecanismo de controle automatico.

A figura 1.5 apresenta uma versdo do relégio d’dgua. Uma vélvula flutuante na parte
superior do vaso intermedidrio age como sensor e atuador do sistema de controle. A
valvula fecha quando o nivel atinge um valor desejado. Se o nivel estiver abaixo do valor
predeterminado, a valvula se abre, elevando o nivel do tanque. A 4gua que cai é medida
por acumulagdo em um vaso que possui uma escala. O nivel da dgua dd uma indicacao
precisa do tempo transcorrido desde a ltima vez que o vaso foi esvaziado: na verdade, a
acumulacdo de dgua no vaso inferior é uma forma de integracdo (somatério).
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Valvula

U
PECCEEEEEEEEET T
Escala de tempo

—! Orificio

C

Figura 1.5: Reldgio d’agua simplificado

O primeiro controlador automético realimentado para um processo industrial foi pro-
vavelmente o governador centrifugo, desenvolvido por James Watt em 1769 para controlar
a velocidade de uma maquina a vapor. O dispositivo mecanico do governador centrifugo,
esquematizado na figura 1.6, funciona em razao da atuacdo da forca centrifuga em duas
esferas. Um aumento na velocidade da maquina a vapor move as esferas para fora, o que,
em conseqiiéncia, move o mecanismo para cima. Este movimento opera uma valvula na
linha de vapor para reducao do fluxo, que entdo diminui a velocidade da maquina. Na
situag@o contréria, o decréscimo da velocidade do motor aumenta o fluxo de vapor, que,
por sua vez, aumenta a velocidade da maquina.

Maéaquina

Na historia do controle automatico, o periodo até 1868 foi caracterizado pelo desenvol-
vimento de sistemas de controle automéatico através da intuicao e da invengao, como o dis-
positivo de Watt. Esforcos para melhorar a precisao destes sistemas levavam a atenuagoes
mais lentas das oscilagoes transitérias ou mesmo & instabilidade do sistema. Tornou-se
entao imperativo desenvolver-se uma teoria do controle automatico, que se fundamentou
essencialmente em técnicas matematicas.

Os colaboradores da teoria matematica usada na modelagem, andlise e projeto dos
sistemas de controle sao intimeros. Ferramentas ainda bastante usadas atualmente foram
desenvolvidas no periodo que antecede a Segunda Guerra Mundial:

e Isaac Newton (1642-1727) langou os fundamentos da modelagem matemédtica e da
andlise;

e Pierre Simon Laplace (1749-1827) idealizou a transformada de Laplace, a base da
maijoria dos procedimentos de andlise e projeto dos sistemas;

e Brook Taylor contribuiu para a anélise matemadtica (série de Taylor);

e James Clerk Maxwell (1831-1879), para a modelagem matemadtica e anlise (foi ele,
em 1868, que formulou o modelo matematico para o governador centrifugo);

e Edward John Routh (1831-1907), com o critério de Routh para determinacao de
estabilidade de sistemas;

e Charles P. Steinmetz (1865-1923), para a andlise da resposta em freqiiéncia usando
numeros complexos;
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Figura 1.6: Governador centrifugo de James Watt

e Hendrik W. Bode (1905-1982), com o diagrama de Bode, utilizado em 1927 para
analisar amplificadores realimentados;

e Harry Nyquist (1889-1976), com o critério de estabilidade de Nyquist, desenvolvido
em 1932;

Até por volta de 1940, a teoria e pratica do controle desenvolveram-se de maneira
diferente nos Estados Unidos e Europa Ocidental, por um lado, e na Russia e Europa
Oriental, pelo outro. O impulso principal para o uso da realimentacdo nos Estados Unidos
foi dado com o desenvolvimento do telefone e dos amplificadores eletronicos realimentados.
O dominio da freqiiéncia foi inicialmente utilizado para descrever a operacao dos amplifi-
cadores realimentados em termos de banda passante e outras varidveis frequienciais. Por
outro lado, na ex-Unido Soviética seus eminentes matemdticos e engenheiros mecanicos
inspiraram e dominaram o campo da teoria de controle. Logo, a teoria russa tendeu a
utilizar uma formulacao no dominio do tempo usando equagoes diferenciais.
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Um grande impeto para a teoria e pratica do controle automdatico aconteceu durante
a Segunda Guerra Mundial, quando se tornou necessirio projetar e construir pilotos au-
tomaticos de avides, sistemas de posicionamento de armas, sistemas de controle de antenas
de radar e outros sistemas militares baseados na abordagem do controle realimentado. A
complexidade e o desempenho esperado desses sistemas militares tornou necessaria uma
extensao das técnicas de controle disponiveis e fez crescer o interesse nos sistemas de con-
trole. Antes de 1940, na maioria dos casos, o projeto de sistemas de controle era uma arte,
baseada em tentativa e erro. Durante os anos 40, métodos matemadticos e analiticos au-
mentaram em nimero e em utilidade, e a engenharia de controle tornou-se uma verdadeira
disciplina da engenharia.

Técnicas no dominio da frequéncia continuaram a dominar o campo do controle nos
anos seguintes & Segunda Guerra, com o uso crescente da transformada de Laplace e o
plano complexo de freqiiéncias. Nos anos 50, a énfase na teoria da Engenharia de Controle
foi no desenvolvimento e uso de métodos no plano s, particularmente a abordagem do lugar
das raizes (root locus).

Nos anos 80, a utilizagao de computadores digitais em sistemas de controle tornou-
se rotineira, o que levou & popularizacdo do controle digital e ao desenvolvimento do
embasamento tedrico necessirio para sua plena utilizacdo. O aumento da capacidade
de processamento e a redugao de custo dos computadores permitiu o desenvolvimento de
novas técnicas de controle segundo diversas abordagens. Controle étimo, controle robusto,
controle adaptativo, controle inteligente e combinacGes destas abordagens fazem parte hoje
em dia do conjunto de ferramentas disponiveis na Engenharia de Controle.

Este texto se propoe a apresentar um resumo da teoria basica de controle e de suas
aplicacoes atuais. Os leitores sao aconselhados a se dirigirem aos excelentes livros exis-
tentes na drea [AW97, Bol95, DB95, Gar97, Oga97, PH96] para um aprofundamento nos
diversos assuntos. O conteudo aqui apresentado ndo pretende ser exaustivo, mas princi-
palmente servir de motivacdo para estudos subseqiientes.
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Exercicios

. Deseja-se projetar um sistema de controle para manter a temperatura da dgua em um
chuveiro elétrico sempre a 60 graus, independentemente da temperatura ambiente e da
quantidade de dgua escoada (que é determinada pela abertura da torneira). Apresente
um diagrama de blocos de um sistema capaz de executar esta tarefa, dando explicacoes
genéricas sobre como os blocos poderiam ser construidos e interligados (nao é necessirio
fazer o projeto final dos componentes do sistema).

. Em um processo quimica, deseja-se controlar a composi¢do de uma mistura através da
valvula na tubulacao do aditivo. Uma medida da composicao pode ser obtida utilizando-se
um analisador por infravermelhos, como mostrado na figura abaixo. Desenhe um diagrama
de blocos de um sistema de controle realimentado para esta planta, descrevendo os sinais
de entrada e de saida e a funcao de cada bloco.

Medida da composi¢do

Analisador Tubo de
Aditivo — infra— amostra

Valvula ’//’ vermelho ’\\

— Entrada Tubulagdo principal Saida —

O processo de aprendizado envolvendo o estudante e o professor é inerentemente um
processo realimentado que procura reduzir o erro do sistema a um minimo. A saida
desejada é o conhecimento sendo estudado, e o estudante pode ser considerado o processo.
Construa um modelo realimentado do processo, identificando cada um dos blocos.

Saida

. Controlador = Processo » Saida
desejada

\

—— Comparagdo

A

Medida |-

. Muitos carros modernos sao equipados com controlador de velocidade de cruzeiro que, ao
se pressionar um botdo, mantém a velocidade fixada. Desta maneira, o motorista pode
guiar a uma velocidade econémica ou na velocidade maxima da estrada, sem necessidade
de checar a todo instante o odémetro. Projete um controle realimentado sob a forma de
diagrama de blocos para este sistema.
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Capitulo 2

Modelos continuos de sistemas

2.1 Introducao

Para entender e controlar sistemas complexos, devemos obter modelos matemdticos quan-
titativos destes sistemas. E portanto necessario analisar as relagoes entre as varidveis do
sistema. Tendo em vista que os sistemas em consideragdo dao dindmicos por natureza,
as equagoes que o descrevem normalmente sao equagdes diferenciais. Além disso, se estas
equagoes sao lineares ou podem ser linearizadas, entao a transformada de Laplace pode
ser utilizada para simplificar o método de solucao.

Na pratica, a complexidade dos sistemas e a ignorancia de certos fatores relevantes
tornam necessaria a adogao de certas hipdteses simplificadoras a respeito do modo de
operacao do sistema. Com isto, a abordagem mais usual para anilise de um sistema pode
ser sumarizada nos seguintes passos:

Defina o sistema e seus componentes.

Formule o modelo matematico e liste as simplificacoes necessarias.
Escreva as equagoes diferencias que descrevem o modelo.

Resolva as equacgoes para as varidveis de saida desejadas.
Examine as solucbes e as simplificagGes.

Se necessario, reanalise e reprojete o sistema.

S W

2.2 Equacoes diferenciais de sistemas fisicos

As equagées diferenciais descrevendo o desempenho dindmico de um sistema fisico sdo ob-
tidas das leis fisicas do processo. Para sistemas mecéanicos translacionais, utiliza-se a lei de
Newton; para sistemas elétricos, as leis de Kirchhoff; e assim sucessivamente. Esta abor-
dagem aplica-se igualmente para sistemas mecanicos, elétricos, fluidos e termodinidmicos,
bem como a combinagoes entre eles. Um sumario das varidveis de sistemas dindmicos é
dada na tabela 2.1.

Os sistemas das diversas naturezas frequientemente podem ser modelados tomando-
se como base elementos lineares idealizados. Um sumadrio das equacoes descritoras para
os principais elementos lineares concentrados é dado na tabela 2.2. Estas equagoes sao
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. Variavel Varlax{el Variavel Varidvel
Sistema, , através entre
atraves . entre .
integrada integrada
Elétrico Corrente, 1 Carga, ¢ Tensao, v —
Mecénico Forca. F Momento Velocidade Deslocamento
translacional &8, translacional, P linear, v linear, d
Mecanico Momento Velocidade Deslocamento
. Torque, T’
rotacional angular, h angular, w angular, 6
Fluido Vazao, Q) Volume, V Pressao, P —
Térmico Fluxo de Ezner.g @ Temperatura, 1T’ —
calor, g térmica, H

Tabela 2.1: Sumdrio das varidveis “entre” e “através” para sistemas fisicos

descrigoes idealizadas e muitas vezes apenas aproximam as condigoes reais (por exemplo,
quando uma aproximacao por um elemento linear concentrado é utilizada em substituicao
a um elemento distribuido).

As equagoes da tabela 2.2 representam idealmente as leis fisicas que governam os
diversos processos. Para sistemas mecanicos, utiliza-se a lei de Newton; para sistemas
elétricos, as leis de Kirchhoff; e assim sucessivamente.

Por exemplo, 0 mecanismo massa-mola-amortecedor da figura 2.1, que pode representar
a suspensao de um automével, é descrito pela segunda lei do movimento de Newton. Assim,

F=M-:-a4=
f&)—-b-v—K-y=M-a=

Figura 2.1: Sistema massa-mola-amortecedor tipico

:

po=

f(t

=

o) k()

Mly
i

f(©)

F&) = fot) = fot) =M -a =
M-j+b-g+K-y=[(t)

(2.1)

Esta equacao 2.1 pode também ser escrita em termos da velocidade v, e ndo em termos
do deslocamento y:

oty =Y

T

M?’J+bv+K/v-dt:f(t)

(2.2)
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Tipo de Elemento Equacao Energia F ou Simbolo
elemento fisico descritiva Poténcia P

~ . L z
Indutivo Indutancia v=L% E = LLi? — =
elétrica dt 2 + v -
Mola v — LdE B LF? /W\K £
translacional - Koat T 2K + v -
K
Mola o LT Eo1r? e N
rotacional K at 2K + ow -
K
Inércia dQ 1 2 /T\ g
fluida P=1Ig B=5I1Q + P -
o c
Capacitivo Capaletz.m(na 1=C ‘é—’; E = %C’UZ —
elétrica + v -
—
Massa. M|
=M% E = iMv? .
(inércia) F dt 2 VY + o -
— 1 T
Momento T=Jd E =1 — !
de inércia + o -
Capacitancia dP 1 A2
=0 =:sCP
ﬂuida Q C dt E 2C + P -
Capacitancia %I
Izérmicau 9= C% B=CT .
+ T -
. A - R
- Resisténcia 1 19 Y
Dissipadores clétrica i = v P=zv A
b F
Amortecedor —
. F= P = w? —
translacional b v + v -
b T
Amortecedor ==
rotacional T=bw b o -
Resisténcia _1p p_ 1p2 N
fluida, @=x R + P -
Resisténcia o o NS
térmica 9= gl P =zl + T -
Tabela 2.2: Sumadrio das equacoes diferenciais descritoras para elementos ideais
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Similarmente, o circuito elétrico RLC da figura 2.2 pode ser descrito pela lei das
correntes de Kirchhoft:

ie(t) + i () + 0 () = i(t) = C-ﬁ+%-v+%-/v-dt:i(t) (2.3)

Figura 2.2: Circuito RLC tipico

Nota-se imediatamente a equivaléncia das equagdes 2.2 e 2.3, onde a velocidade v(t)
e a tensdao v(t) sdo varidveis equivalentes. Estas varidveis e seus sistemas sio também
conhecidos como andlogos. Logo, para uma determinada corrente i(t) aplicada, a evolugio
da tensao v(t) serd descrita pela mesma funcao temporal que a velocidade v(t) caso se
aplique uma forca f(t) descrita pela mesma funcdo temporal que a corrente (t).

A solucao da equagao diferencial que descreve ambos estes processos (eq. 2.2 e 2.3)
pode ser obtida por métodos cldssicos. Por exemplo, quando a massa tem uma velocidade
inicial v(0) = vy ou quando o capacitor tem uma carga inicial tal que v(0) = vy, e o sistema
estd sujeito a uma forga f nula ou a uma corrente ¢ nula, pode-se calcular com relativa
facilidade! que, se b> < 4K M ou L < 4R?C, tem-se que

v(t) = c- e *sin(Bt — ) (2.4)

onde o0s coeficientes tém os valores dados na tabela 2.3. Uma curva tipica correspondente
a este tipo de sistema (conhecidos como sub-amortecidos) esta indicada na figura 2.3.

‘ Sistema, ‘ c ‘ « ‘ B ‘ 0 ‘
o 2VKM b [ VAKM—b? —1 VAKM—b?
Massa-mola-amortecedor Ve | oM SM tan b

. . . 20— _ 20—
Resistor-indutor-capacitor —Uo\/% ﬁ % tan 1 \/ %

Tabela 2.3: Coeficientes das solugoes dos sistemas massa-mola-amortecedor e RLC

2.3 Aproximacgao linear de sistemas nao-lineares

A maioria dos sistemas fisicos pode ser considerada linear dentro de alguma faixa de va-
riacao das suas varidveis. Entretanto, todos os sistemas terminam tornando-se nao-lineares

!Sugere-se que o célculo desta solucio seja feito como exercicio para relembrar os métodos de resolucio
de equagdes diferenciais, principalmente utilizando a transformada de Laplace.
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v’

Sinal
Envoltria -----

Figura 2.3: Sinal de saida tipico para circuito massa-mola-amortecedor ou RLC

quando as varidveis crescem sem limites. Por exemplo, o sistema massa-mola-amortecedor
da figura 2.1 é linear e descrito pela equacao 2.1 enquanto a massa for submetida a pe-
quenos deslocamentos y(t). Entretanto, se y(t) aumentar excessivamente, a mola serd
demasiadamente extendida e terminard por se romper. Logo, a questao da linearidade e
faixa de usabilidade deve ser considerada para todo sistema.

Um sistema é definido como linear em termos da excitacao e da resposta do sistema.
No caso da rede elétrica da figura 2.2, a excitacdo é a corrente de entrada i(t) e a resposta,
a tensdo v(t). Em geral, uma condi¢cdo necessdria para um sistema linear pode ser deter-
minada em termos de uma excitagdo z(t) e de uma resposta y(¢). Quando um sistema
em repouso é submetido a uma excitagao x1(t), ele fornece uma resposta yi(t). Além
disso, quando o sistema é submetido a uma outra excitagdo z2(t), ele fornece a resposta
correspondente o (t). Para um sistema linear, é necessdrio que a excitagao x1(t) + x2(t)
resulte em uma resposta yi(t) + y2(t). Isto é normalmente conhecido como o principio da
superposi¢ao.

Além disso, é necessario que um fator de escala de magnitude seja preservado em um
sistema linear. Novamente, considere um sistema com uma entrada z que resulta em uma
saida y. Entao é necessario que a resposta de um sistema linear a uma constante 8 de
uma entrada x seja igual a resposta ao sinal de entrada original multiplicada pela mesma
constante, ou seja, a saida é igual a By. Isto é chamado a propriedade da homogeneidade.

Um sistema é linear se e somente se satisfaz as propriedades de superposi¢ao e homo-
geneidade. Isto pode ser expresso matematicamente da seguinte forma: se um sistema em
repouso é submetido a uma excitacdo z1(t) e fornece uma resposta y;(t); para uma outra
excitacao xs(t), fornece a resposta correspondente yo(t); entdo este sistema serd linear se
e somente se, para uma excitagio azi(t) + Sz (t), ele fornecer a resposta ay; (t) + Lya(t)-

Um sistema caracterizado pela relacdo y = z? ndo é linear, porque o principio da
superposi¢ao nao é satisfeito. Um sistema representado pela relagao y = mz + b é nao-
linear, porque nao satisfaz a propriedade de homogeneidade. Entretanto, este dltimo
dispositivo pode ser considerado linear em torno de um ponto de operacdo (zpo,ypo) para
pequenas mudancas Az e Ay. Quando 1 = xpo temos y; = mx1+b=mzpo+b=ypo.
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Quando zo = zpo + Az, temos

Yo = mTo + b
=m(zpo + Az) +b
= ypo + mAzx

Logo, a variacao Ay do sinal de saida em torno do seu valor no ponto de operagao ypo é
dada por

Ay =y2 — yro
= (ypo + mAz) — ypo
= mAx

Portanto, a relagao entre Ay e Az é dada por uma relagdo linear: Ay = mAzx.
Utilizando este principio, podemos geralmente linearizar elementos nao-lineares assu-
mindo condigoes de pequenos sinais. Esta é a abordagem normal usada para se obter equi-
valentes lineares de circuitos eletrénicos e transistores. Considere um elemento genérico
com uma varidvel de excitacdo z(t) e uma varidvel de resposta y(¢). A relagdo das duas
varidveis é dada por
y(t) = gla(t)] (2.5)

O ponto de operacao normal é designado por zpp. Supondo que a funcdo g(-) é continua
na faixa de operagao, uma expansido em série de Taylor em torno do ponto de operacao
pode ser utilizada:

dg

y=9g() =g(zro) + -~ (z=2po) &g (z —zpo)®

ot = T @0

T=TpoO IT=TPO

Assumindo-se pequenas variagoes em torno do ponto de operagdo, a grandeza Az =

x — zpo é pequena, de modo que a fungao g(-) pode ser suficientemente bem representada

conservando-se apenas o primeiro termo da série. Assim, com uma aproximagao razoavel,
a equacgao 2.6 torna-se

dg

y = g(zpo) + I (z —zpo) = ypo +m(z — zpo) (2.7)
T lz=2po

Finalmente, a equacao 2.7 pode ser reescrita como uma equacao linear:

(y —yro) = m(z — zpo)
Ay = mAz (2.8)

O ponto de operacao que usualmente se escolhe para fazer a linearizacdo coincide com
um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, uma determinada configuracao de valores dos
sinais de entrada e saida tais que, se o sistema atingir este estado, pode nele permanecer
indefinidamente na auséncia de perturbacées. Por defini¢do, as derivadas de qualquer
ordem de todas as varidveis dindmicas do sistema sao nulas no ponto de equilibrio.
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Exemplo 2.3-A: Modelo do péndulo simples
Considere o péndulo oscilante mostrado na figura 2.4. O torque aplicado & massa é

T = MgLsinf (2.9)

onde g ¢ a aceleracao da gravidade, M é a massa da esfera e L o comprimento do péndulo.

\L
2

Figura 2.4: Péndulo simples do exemplo 2.3-A

A condicao de equilibrio para a massa, que serd adotada como ponto de operacao, é
Opo = 0°. A aproximacao linear é dada por
d(sin0)

T —Tpo = MgL
PO g a0

(6 —0po)

6=6po
onde Tpp = 0. Assim, tem-se
T = MgL(cos0°)(0 — 0°)
= MgL# (2.10)
Esta aproximagao é razoavelmente precisa para a faixa —7/4 < 0 < 7 /4. Por exemplo,

a resposta do modelo linear para uma oscilagdo que nao ultrapassa +30° nao difere em
mais do que 2% da resposta do modelo nao-linear. ®

Se a varidvel dependente y depende de varias varidveis de excitagdo, 1, T2, -+, Tp,
entdo a relagao funcional entre elas é escrita como

y=g(z1,22, " ,ZTn) (2.11)

A expansao em série de Taylor em torno do ponto de operacido z1po, Z2po, ***» LnPO
é util para uma aproximacgao linear da funcdo nao-linear. Quando os termos de segunda
ordem em diante sao desprezados, a aproximacao linear é dada por

dg
y = g(z1po,%2pP0, " s Tnpo) + e (1 —z1p0)
Z1lpo
dg
+ 82 | o (z2 — Z2p0)
+ “es
dg
— — 2.12
+ gar| (@ —nr0) (212
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Este conceito pode ser estendido para linearizar-se equagoes diferenciais, desde que se
adote como ponto de operacdo um ponto de equilibrio. O procedimento a ser adotado
é considerar-se cada derivada de uma varidvel como uma varidvel independente, e em
seguida proceder-se & linearizacao, conforme o exemplo 2.3-B.

Exemplo 2.3-B: Linearizagao de equagao diferencial nao-linear
Seja um sistema descrito pela equagao

T+v9+2y=u (2.13)

Deseja-se linearizar este modelo em torno do ponto de equilibrio do sistema quando u =
upo. No ponto de equilibrio, como §po = 0 e ypp = 0, tem-se que ypo = upp/2.
Fazendo-se uma mudanca de varidveis na equacao 2.13, obtém-se a equacao equivalente

2
z = g(u1,u2,u3) = —ui“ug — 2uy + us (2.14)
onde as novas varidveis sao definidas como

z=1 up =y ug =9 uz =1u
upo

zpo =0 U1po =YpPo = —5— uzpo =0 U3po = UPO

A aproximagio linear da equagao 2.14 pode entao ser facilmente calculada:

0
z=zpo+ 6—51 (u1 —u1po) + 6—52 (ug —u2po) + 3—53 (ug — uzpo)
PO PO PO
15) 0 0
6—51:—2151’112—2 a—i:—uf 8—ug3:1
ﬁ - 9 @ _ _uP02 ﬁ —1
6u1 PO 8’11,2 PO 4 8U3 PO
upo?
z = —2(u1 —u1po) — 1)t (ug —uzpo) =
. upo?\ .
= —2(y —ypro) — 1ot (u —upo) (2.15)

Definindo-se novas varidveis Ay = y — ypo e Au = u — upp, sabe-se que Ay =9 e que
Ay = 4. Com isto, a equagao 2.15 pode ser reescrita em termos de Ay e Au:

.. 2 .
Ay + (“ZO ) Ay +2Ay = Au (2.16)

A equagdo 2.16 relaciona de forma linear pequenas variacées no sinal de entrada u em
torno do valor upp com pequenas variacoes no sinal de saida y em torno do valor ypo. B



2.3. APROXIMAQAO LINEAR DE SISTEMAS NAO-LINEARES 17

Uma vez linearizado o modelo, ele pode ser utilizado em conjunto com as técnicas usuais
de resolucao de equacoes diferenciais para se obter resultados referentes ao desempenho
dindmico do sistema. Uma demonstracdo desta metodologia é dada no exemplo 2.3-C.

Exemplo 2.3-C: Sistema com mola nao-linear

O corpo de massa M = 1.0kg da figura 2.5 estd preso a uma mola ndo-linear cuja forga
eldstica é proporcional ao quadrado do deslocamento, ou seja, fix(t) = Ky?(t). A mola
tem constante eldstica K = 25N/m?. A massa desliza sobre uma superficie que apresenta
um coeficiente de atrito viscoso com o corpo b = 3Ns/m.

Ky?
FAAA A o

Figura 2.5: Sistema com mola nao-linear do exemplo 2.3-C

Supondo uma aproximacao linear, calcule a fun¢ao que melhor descreve o deslocamento
y(t) quando o corpo inicialmente em repouso é submetido a uma forca em Newtons dada
por f(t) =9+ 0.3sint, conforme indicado na figura 2.6.

10 T T T

Legenda:
()

Figura 2.6: Forca aplicada ao sistema com mola nao-linear da figura 2.5

Das leis de Newton, pode-se deduzir que este sistema é modelado pela equacao:
G439 +25y° = f (2.17)

Para um ponto de operacdo f = fpo, o equilibrio do sistema (ou seja, o ponto onde
i =0 ey =0) é alcangado para:

25yp0’ = fro = yro = 0.2y/fro

O modelo linearizado do sistema neste ponto de operacao é dado por

Ay + 3Ay + 50ypoAy = Af (2.18)
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Como f(t) = 9+0.3sint, o ponto de operacdo mais natural para esta condi¢ido de operacio
é fro =9, o que implica yppo = 0.6. Com isto, a equacao 2.18 assume os coeficientes

Ay +3Ay + 30Ay = Af (2.19)

onde Ay=y—06eAf=f—09.
A equagdo 2.19 pode ser resolvida utilizando-se a transformada de Laplace. Se F(s) =
L[Af(t)] e Y(s) = £[Ay(t)], entao

s2Y (s) — sAy(0) — Ay(0) + 3[sY (s) — Ay(0)] + 30Y (s) = F(s)

Como o sistema estava inicialmente em repouso, sabe-se que y(0) = 0 e (0) = 0, o que,
em razao das mudangas de varidveis, implica que Ay(0) = —0.6 e Ay(0) = 0. Portanto, a
equacao a ser resolvida é:

[s2 4+ 35+ 30]Y (s) = F(s) — 0.6s — 1.8

A seqiiéncia obedece ao procedimento normal de resolugao de equagtes diferenciais
utilizando a transformada de Laplace:

0.3
A — U. i F =
f(t) =0.3sint = (s) 241
1 0.3 —0.653 — 1.852 — 0.65 — 1.5
Y(s) = —0.6s—18) =
)= 235730 (s2+1 s ) (s2 +1)(s2 + 35 + 30)
Expandindo em fracoes parciais:
0.01024  0.001059s 1.807 0.5989s
Y(s) =

$2+1 241  $2435+30 s2+3s+30
Consultando a tabela de transformadas inversas de Laplace do apéndice A:
Ay(t) = 0.01024sint — 0.001059 cos t — (1.807/30)[5.695¢~ -5 sin(5.268t)]
—0.5989[e~ 1% cos(5.268t) — 0.2847¢ 1! sin(5.268t)] =
Ay(t) = 0.01024sint — 0.001059 cos t — e -51[0.1725 sin(5.268t) + 0.5989 cos(5.268%)]

Finalmente, lembrando que Ay =y — 0.6, chega-se & expressio final para y(t):

y(t) = 0.6 + 0.01024 sin ¢ — 0.001059 cos ¢
— e 1Y0.1725 sin(5.268t) + 0.5989 cos (5.268t)]
y(t) = 0.6 4 0.01029 sin(¢ — 0.1030) — 0.6232¢~ -5 cos(5.268t — 0.2804) (2.20)

O grafico da funcgao descrita pela equacao 2.20 e o grafico da resposta exata do modelo,
calculada por resolugao numérica da equagao 2.17, aparecem na figura 2.7. Conforme se
percebe, a precisao da resposta aproximada é maior no regime permanente, pois o sistema
estd mais préximo do ponto de operacao em torno do qual o modelo linearizado foi obtido.
De uma maneira geral, entretanto, o0 modelo aproximado descreve com boa semelhanga o
comportamento dindmico do sistema. W
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Aproximado:
) ) Real: -----

0.1 - Aproximado:
Re:

al: ----—-

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 2.7: Resposta do sistema com mola nao-linear da figura 2.5

2.4 Funcoes de transferéncia

A funcao de transferéncia de um sistema linear é definida como sendo a relagio entre a
transformada de Laplace da varidvel de saida e a transformada de Laplace da varidvel de
entrada, com todas as condigOes iniciais assumidas como nulas. Funcées de transferéncias
s6 podem ser definidas para sistemas lineares e invariantes no tempo.

A funcao de transferéncia de um sistema é facilmente obtida da equacao diferencial
que o descreve, assumindo-se condigdes iniciais nulas. Por exemplo, para o sistema RLC
da figura 2.2, descrito pela equagao 2.3, a fungio de transferéncia G(s) é dada por:

1 1
-V(S)+E' s

R
Vi(s) RLs
I(s) RLCs2+Ls+R

o1 1 .
C-U+E'U+f'/v-dt—2(t) = (C-sV(s)

G(s) =

2.5 Diagramas de blocos

Os sistemas dindmicos em engenharia de controle sdo normalmente representados pela
sua funcdo de tranferéncia, relacionando as varidveis de entrada e de saida através de
uma relacdo de causa e efeito. Para sistemas lineares compostos de vérios subsistemas,
a representacao em diagrama de blocos é predominante na engenharia de controle. Um
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diagrama de blocos consiste em um conjunto de blocos operacionais unidirecionais que
representam a funcdo de transferéncia dos subsistemas, blocos estes interligados de forma
a expressar as relacoes de interdependéncia das varidveis dentro do sistema.

A representacao em diagrama de blocos de um determinado sistema freqiientemente
pode ser reduzida a um diagrama de blocos simplicado utilizando técnicas de reducao.
As transformagbes mais usuais estdo representadas na tabela 2.4. A utilidade das trans-
formagoes sera demonstrada através da reducao do diagrama de blocos do exemplo 2.5-A.

Transformacao Diagrama original Diagrama equivalente
Combinar blocos em X1 Xo X3 Xi Xs
cascata (série) - -

1 X2
Combinar blocos em
paralelo

Mover um somador

para antes de um bloco 3 X,

X X
Mover um somador ] () :
para depois de um bloco + X

X; X,
Mover uma derivacao —
para antes de um bloco X,

-

X; X,

Mover uma derivacao
para depois de um bloco X

-

Eliminar um lago X1 Xo

realimentado

Tabela 2.4: Transformagoes em diagramas de blocos

Exemplo 2.5-A: Simplificagdo de diagrama de blocos

O diagrama de blocos de um sistema de controle com miiltiplos lagos de realimentacio é
mostrado na figura 2.82. E interessante notar que o sinal da realimentacdo H,C é positivo;
por isso, o lago G3(s)G4(s)H1(s) é chamado de lago de realimentacdo positiva.

2 As varidveis v;, i = 1,2, --- que aparecem nesta figura serdo tteis posteriormente e podem ser descon-
sideradas no momento.
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Figura 2.8: Diagrama de blocos do exemplo 2.5-A

O procedimento de redugdo do digrama de blocos é baseado nas transformagoes da
tabela 2.4, principalmente a que permite eliminar lacos realimentados. As outras trans-
formagoes sdo utilizadas para modificar o diagrama, de forma a deixd-lo em um formato
adequado & eliminacdo de lacos realimentados. A seqiiéncia de transformacoes aplicada
ao diagrama estd indicada na figura 2.9. Foram feitas as seguintes operagdes:

1. Mover Hs para depois do bloco G4.

2. Eliminar o lago com realimentagao H;.

3. Eliminar o lago com realimentagio Hs/Gy
4. Eliminar o laco com realimentacao Hj

1)
G3G
2) GG, C(s)
G2G3G
3 R(s) %%—@ e RCH Mxererscs C(s)
| Hs |
G1G2G3G.

4)  R(s) T eIy R ey R e erTeTYery i C(s)

Figura 2.9: Reducdo do diagrama de blocos da figura 2.8
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E interessante verificar-se a forma do numerador e do denominador da funcdo de trans-
feréncia em malha fechada final. Nota-se que o numerador é composto pelo cascateamento
da fungdo de transferéncia dos elementos que conectam em sentido direto a entrada R(s)
com a saida C(s). O denominador é composto de 1 menos a soma das funcoes de trans-
feréncia de cada um dos lagos. O sinal do lago G3G41H; é positivo porque se trata de um
laco de realimentacao positiva, enquanto os lacos G1GoG3G4H3 e GoG3Hy sao lacos de
realimentacdo negativa. W

A forma do numerador e do denominador da funcdo de transferéncia final do exem-
plo 2.5-A é bastante préxima da forma geral para fungoes de transferéncia de sistemas
realimentados com muiltiplos lagos, que serd apresentada na proxima secao.

2.6 Grafos de fluxo de sinal

Os procedimentos de redugao de diagrama de blocos podem ser trabalhosos para sistemas
com uma certa complexidade. Um método alternativo para determinacao de relagoes
entre varidveis de um sistema foi desenvolvido por Mason e é baseado na representacdo do
sistema por segmentos de reta. A vantagem deste método, denominado método do grafo de
fluzo de sinal, é a existéncia de uma férmula de ganho do grafo de fluxo, que da a relagao
entre varidveis do sistema sem requerer nenhum procedimento de reducao ou manipulagao
do grafo de fluxo.

Um grafo de fluzo de sinal é um diagrama composto de arestas, ou nds, conectados por
segmentos de retas com direcdao, ou ramos. Cada ramo relaciona a dependéncia de uma
varidvel de saida com uma varidvel de entrada, da mesma maneira que um bloco em um
diagrama de blocos. Os ramos iniciam-se e terminam-se em nés. Cada né estd associado
a uma variavel ou sinal.

As relacOes entre as varidveis sdo escritas ao lado de cada ramo, sob a forma de um
ganho associado ao ramo. Todos os ramos deixando um né passam aos seus respectivos
nods de saida o valor da varidavel associada ao né de entrada multiplicado pelo ganho do
ramo. O somatério de todos os sinais chegando em um né é igual & varidvel do né.

Um caminho é um ramo ou uma seqiiéncia continua de ramos que podem ser atraves-
sados de um sinal (né) para outro sinal (né). Um la¢o é um caminho fechado que comeca
e termina no mesmo nd, sem passar em nenhum né mais de uma vez. Dois lagos nao se
tocam se eles ndo tém nenhum né em comum. Dois lacos que se tocam tém ao menos um
né em comum.

A transi¢ao de uma representagdo em diagrama de blocos para uma representa¢io em
grafo de fluxo de sinal é imediata. Na figura 2.10 vé-se o grafo de fluxo de sinal equivalente
ao diagrama de blocos da figura 2.8, onde se indica para cada né o sinal correspondente
no diagrama de blocos.

A relacao de dependéncia (ou fungao de transferéncia, ou ganho) G entre uma varidvel
independente Y (varidvel de entrada) e uma varidvel dependente U (varidvel de saida) é
dada pela regra de Mason:

oY _ i Gis

- i (2.21)
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-1 U7 H2

R +1v; Gy vy +1 Go vy +1 v5 G5 Gy C
[ L L
U3 Ve
+1 H;
Ug
-1 Vg H3

Figura 2.10: Grafo de fluxo de sinal equivalente ao diagrama da figura 2.8

onde:

N¢: ntimero de caminhos existentes de U para Y;
G;: ganho do i-ésimo caminho;
A: determinante do grafo, calculado conforme se explica a seguir;
A;: cofator do i-ésimo caminho; este cofator é calculado da mesma maneira que o deter-
minante A, mas sdo excluidos do cédlculo todos os nés que tocam o i-ésimo caminho
e todos os lagos dos quais estes nés fazem parte.

O determinante A de um grafo é dado por

Np
A=1-"Li+Y LiLy— Y LiLpLn+- (2.22)
i=1 ik

l,m,n

Nesta equacgdo, Ny, é o numero de lagos do grafo e L; é o ganho do i-ésimo laco. Os
indices j e k assumem todos os possiveis valores de 1 a N, desde que o j-ésimo lago e o
k-ésimo laco nao se toquem. Os indices [, m e n assumem todos os possiveis valores de 1
a N, desde que o [-ésimo laco, o m-ésimo laco e o n-ésimo lago ndo se toquem. E assim
sucessivamente. Dito de outra forma, a regra de cdlculo de A é

A=1-— Z(ganhos de todos os lagos)
+ Z(produtos dos ganhos de todas as combinagoes de 2 lagos que nao se tocam)

— Z(produtos dos ganhos de todas as combinagdes de 3 lagos que ndo se tocam)

Pode-se constatar que a aplicagao desta féormula no grafo da figura 2.10 leva ao mesmo
resultado final do exemplo 2.5-A.

Exemplo 2.6-A: Utilizagdo da férmula de Mason
Com base no grafo de fluxo de sinal da figura 2.11, calcule o ganho G entre a varidvel
de entrada z; e a variavel de saida z.
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Figura 2.11: Grafo de fluxo de sinal do exemplo 2.6-A

O grafo tem dois caminhos diretos, cujos ganhos sao:
G1 = abc G2 =d
Os ganhos dos seis lacos sao

Ly =ae Ly = bf Ly =cg
Ly=defg L5 = abch Lg = dh

O caminho 1 toca todos os lagcos. O caminho 2 nao toca o lago 2. Quanto aos lagos que
nao se tocam, temos os lagos 1 e 3 e os lagos 2 e 6.

A=1—-(Ly+Ly+ L3+ Ly + L5+ Lg) + (L1 L3 + Lo Lg)
=1—ae—bf —cg—defg— abch — dh + aecg + bfdh

A =1

Ay =1—(Ly)=1-0f

Com isso,

N GlAl + G2A2 B abc + d(l — bf)

¢ A "~ 1—ae—bf —cg—defg — abch — dh + aecg + bfdh

O célculo deste resultado é bem mais trabalhoso caso sejam empregadas técnicas de
reducao ao invés da férmula de Mason. W

2.7 Modelos em variaveis de estado

O estado de um sistema, é um conjunto de niimeros tais que o conhecimento desses niimeros,
das funcoes de entrada e das equacgoes que descrevem a dindmica do sistema fornecem o es-
tado futuro e a saida do sistema. Para um sistema dindmico, o estado de um sistema, é des-
crito em termos de um conjunto de varidveis de estado [x1(t),z2(t),--- ,zn(t)]. O espaco
n-dimensional cujos eixos coordenados correspondem as varidveis x1(t), zo(t), -,z (t) é
chamado de espacgo de estados: qualquer estado do sistema pode ser representado por um
ponto no espago de estados.
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Exemplo 2.7-A: Modelagem de sistema em varidveis de estado

Um exemplo de caracterizacdo de um sistema através de varidveis de estado pode ser
obtido para o circuito RLC da figura 2.12. O estado desse sistema pode ser descrito em
termos de um conjunto de varidveis (x1,x2), onde z1 é a tensao no capacitor vc(t) e xz2 é
igual & corrente no indutor ir,(t).

_|_
o)) volt)—

Figura 2.12: Circuito RLC a ser modelado em varidveis de estado

Esta escolha de varidveis é intuitivamente satisfatoria porque a energia armazenada no
circuito pode ser descrita em termos dessas varidveis:

2 2
_ L Cvg

E
2 2

Logo, z1(to) e z2(ty) representam a energia inicial total do circuito e portanto o estado do
sistema em t = ty5. Para uma rede RLC passiva, o nlimero de varidveis de estado é igual ao
numero de elementos armazenadores de energia (capacitores e indutores) independentes.

Quando se utilizam modelos baseados em varidveis de estado, a dindmica do sistema
é descrita por um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem. Estas equagoes
exprimem a derivada de cada uma das varidveis de estado em termos das varidveis de
estado e dos sinais de entrada. O sinal de saida também deve ser expresso em funcao das
varidveis de estado e dos sinais de entrada. Para o circuito da figura 2.12, estas equacoes
podem ser obtidas a partir da aplicacdo das leis de Kirchhoff:

1 1
1=1c+1, = 1=Cvoc+i = aflz—<—>$2+(—>z (2.23)

C C
. . 1 R
vo=vr,+vpr = vog=It+ Ry = x9= I T — T x9 (2.24)
vo=Ri, = wv,= Rxa (2.25)

Usando as equagoes 2.23 e 2.24 e as condig¢des iniciais [z1(tg),z2(to)], € conhecendo-se
o sinal de entrada 1(¢), pode-se determinar o estado do sistema [z1(t), z2(¢)] para qualquer
instante de tempo ¢ > ty. Conhecido o estado, pode-se também saber o valor instantaneo
do sinal de saida a partir da equacao 2.25. B

As varidveis de estado que descrevem um sistema nio sdo Unicas, e infinitos conjuntos
de diferentes varidveis de estado podem ser escolhidos. Qualquer combinacdo linear das
varidveis de estado também pode ser adotada como varidvel de estado. Por exemplo, para
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o circuito da figura 2.12, pode-se também adotar as varidveis de estado z] = v¢c e 5 = vp,
onde vr, é a queda de tensdo no indutor. Dessa definicao, deduz-se que:

1 =1 (2.26)
3 =vc— Riy =21 — Rxoa = 2= E(wf — 5) (2.27)
Substituindo-se as equagoes 2.26 e 2.27 nas equagoes 2.23, 2.24 e 2.25, chega-se a:

o 1 * 1 * 1

71 (RC)xl (RC)$2 (0)1 (2.28)
., 1 . 1 R\ , 1

%“_<RC>$1 (RC L)””2 (C)’ (2:29)

Vo = T] — T3 (2.30)

O circuito da figura 2.12 tanto pode ser representado pelo modelo em varidveis de estado
das equacoes 2.23, 2.24 e 2.25 quanto pelo modelo em varidveis de estado das equagoes
2.28, 2.29 e 2.30. Portanto, a representacdo no espaco de estados de um dado sistema
nao é unica, apesar do nimero de varidveis de estado ser o mesmo para qualquer uma
das diferentes representagoes do mesmo sistema. O ntmero n de varidveis de estados
necessarias para representar um sistema correponde & ordem do sistema.

O conjunto de equagoes que constitui o modelo em varidveis de estado de um sistema
pode ser escrito de forma compacta utilizando-se uma notacgao vetorial:

{k:ﬂxmﬂ

v = gl ub) (2.31)

O vetor coluna x(t), constituido pelas n varidveis de estado, é chamado de vetor de estado:

I Al

) . o
X = X =

Tn Tn

O vetor coluna u(t), constituido pelos m sinais de entrada, é chamado de vetor de entrada.
O vetor coluna y(t), constituido pelos p sinais de saida, é chamado de vetor de saida. Para
sistemas monovaridveis (ou seja, m = p = 1), os vetores u e y tornam-se escalares.

A primeira equacao do sistema, de equacoes 2.31 expressa a evolugao dindmica do estado
do sistema e é conhecida como equag¢do diferencial de estado, ou simplesmente equacdo de
estado. A segunda equacdo do sistema 2.31 mostra a composi¢do do sinal de saida e é
conhecida como equagdo de saida. No caso geral, as fun¢bes vetoriais f e g dependem
do vetor de estado e do vetor de entrada; para sistemas variantes no tempo, dependem
também do tempo.

Para sistemas lineares invariantes no tempo, o modelo no espaco de estados pode ser
escrito sob a forma matricial:

x = Ax + Bu
(2.32)

y = Cx + Du
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Uma representacao em diagrama de blocos da equagio 2.32 é mostrada na figura 2.13.
A matriz A é uma matriz quadrada n x n. B é uma matriz n X m, que recai em um vetor
coluna n X 1 para sistemas monovaridveis. C é uma matriz p X n, que se torna um vetor
linha 1 X n para sistemas monovaridveis. Finalmente, a matrix D, de dimensoes p x m,
transforma-se em um escalar no caso monovaridvel; para muitos sistemas, a matriz D é
nula, significando que ndo h4 influéncia direta na entrada na saida.

Figura 2.13: Diagrama de blocos de um sistema linear no espaco de estados

A titulo de exemplo, o sistema descrito pelas equagbes 2.23, 2.24 e 2.25 poderia ser
representado por uma equacao matricial no formato da equacao 2.32, onde:

x=[ "] =[] y=[w]

L

A:[g_,lq] B:[%‘] C=[0 R] D=[0] (2.33)

L

A solugdo do modelo linear no espago de estados (equagio 2.32) para um determinado
sinal de entrada pode ser obtida pela utilizacdo da transformada de Laplace:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) = sX(s) —x(0) =AX(s)+BU(s) =
(s) = (sl = A)71x(0) + (sl = A)"'BU(s) =
{ X(s) = Q(S)X(O) ( BUE) nde (s) = (51— A (2.34)

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace & matriz ®(s), calcula-se a matriz (),
conhecida como matriz de transicao de estado:

B(t)=L10(s) = £ [(s1—A) ]
Mostra-se que a matriz ®(¢) pode ser calculada em termos da fungio exponencial matricial:
®(t) = e = exp(At)

A funcao exponencial matricial é definida de maneira similar a funcdo exponencial escalar,
através de uma série infinita que converge para todo ¢ finito e qualquer A:
AZ¢? Ak k

e = exp(Al) = I+ AL+ =4 (2.35)
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Para uma dada matriz A, o valor da funcio exponencial matricial e** pode ser calculado
numericamente, truncando-se a série infinita da equacao 2.35, ou analiticamente, usando-
se o teorema de Cayley-Hamilton, apresentado no apéndice B. As propriedades da fungao
exponencial matricial também estao indicadas no apéndice B.

Exemplo 2.7-B: Calculo da exponencial matricial

-1 05 0
Calcule a funcdo e’ para uma matrizA= | 0 -1 0
1 1 -05

A equagao caracteristica pode ser obtida de:

A+1 —0.5 0

det Ml —A)=0 = det 0 A+1 0 =0 = MA+1*A+05)=0
-1 -1 AX+05
A matriz tem portanto um autovalor Ay = —0.5 e dois autovalores Ay = A3 = —1.0. A

fungao exponencial matricial, pelo teorema de Cayley-Hamilton, pode ser calculada por:

f(=0.5) = p(-0.5)

f(A) = et = f(A) =p(A) se f(=1.0) = p(-1.0) =
A2 ' '
p(A) = a1 A + a2A + asl f(—l.O) = p(—1.0)

™0 = a1(~0.5)” + as(~0.5) + ag a1 = 4™ —de™! = 2te”!
e = a1(-1.0)* + ay(~1.0) + a3 = { ap =8¢ —8e" —3te™
et 0.5te~ 0
eAt = a1A2 + a0A + a3l = 0 et 0

2e—05t _ 9p—t 4005t _ go—t _ o=t =05t

At

Constata-se que, para t = 0, a matriz e™ corresponde a uma matriz identidade. H

A solucao da equacao 2.34 conduz ao resultado
t
x(t) = B(t)x(0) + / B(t — 7)Bu(r)dr (2.36)
0

Embora este resultado seja genérico e possa ser aplicado a qualquer sistema, geralmente as
equagoes de estado sao resolvidas no formato de Laplace, diretamente a partir da equagao
2.34, como se mostra no exemplo 2.7-C a seguir. Desta forma, evita-se a necessidade de
calculo da anti-transformada de Laplace da matriz de transicao de estado e da integral de
convolucdo que aparecem na equacao 2.36.

Exemplo 2.7-C: Resolugao de equagao de estado

Calcule o sinal de saida v,(t) para o circuito da figura 2.12 quando C=2.5mF, L=40mH,
R=109 e #(t)=0.1A. Suponha que a corrente inicial no indutor é nula [¢£,(0) = 0] e que a
tensdo inicial no capacitor é de 1V [v¢(0) = 1].
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Utilizaremos o modelo em varidveis de estado dado pelas equagoes 2.23, 2.24 e 2.25,
que culmina na representacdo matricial da equacdo 2.33. A partir das condicbes iniciais
dadas e como o sinal de entrada #(¢) corresponde a um degrau de amplitude 0.1, tem-se:

x0=|y] ve-[%]

A:[O _400] B:[4OO] C=[0 10 ] D=[0]

25 —250 0
d_a_[50]_J0 —400]_[ s 400
=lo s 925 250 | | —25 s+ 250
_ 1 s+250 —400
(el AY-1
() = (o1 = A = 59505 + 10.000 [ 25 s ]
Da equacao 2.34:
1 s +290s + 10.000
X(s) = 2(s)x(0) + 2()BU(s) = 55557 10.000) [ 255 + 1.000 ]
2505 -+ 10.000 1 0.3 0.8

() () + DUs) = S 5505 +10.000) 5 T 5450 54200

Portanto, o sinal de saida v,(t) = y(t) é dado por:

vo(t) = 1+ 0.33¢™50 — 0.8¢™ 200

A matriz A tem dois autovalores em A\; = —% e\ = —ﬁ. Conforme esperado, isto

gerou no sinal de saida os termos exponenciais correspondentes kie Mt e koer?t. Pode-se
resolver o problema pelas técnicas classicas de resolucao de circuitos para se verificar que
se atinge a mesma expressao final para o sinal de saida. B

A maior dificuldade na resolucao de equactes de estado, como no exemplo 2.7-C, é a
determinagio de ®(s), por envolver a inversdo de uma matriz ndo-numérica. O algoritmo
de Leverrier, apresentado no apéndice B e ilustrado pelo exemplo 2.7-D a seguir, permite
calcular ®(s) sem esta inversao.

Exemplo 2.7-D: Aplicagao do algoritmo de Leverrier
Aplicando o algoritmo de Leverrier, determine a matriz ®(s) = (sl — A)~! para uma
-1 0 0
matrizA=]0 0 -1
0 1 -1
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Aplicando-se o algoritmo do apéndice B com n = 3, que é a dimensdo da matriz A:

Ro =1
ARy = A
ay = —trace(ARy) = —(-1+0—-1) =2
-1 0 O 2 00 1 0 O
R1:ARO+051|: 0 0O -1 +1(0 2 0O0f=10 2 -1
0 1 -1 0 0 2 01 1
-1 0 0 10 O -1 0 O
ARi=|0 0 —-1|-lo 2 —1|=|0 -1 -
0 1 -1 01 1 0 1 -
ag = —trace(AR;)/2 = —(-1-1-2)/2 =2
-1 0 0 2 00 1 0 O
Ro=ARi+agl=]10 -1 —-1|+(0 2 0f=1]|0 1 -1
0 1 =2 0 0 2 01 0
-1 0 0 10 0 -1 0 O
ARg=(0 0 —-1(-]J0 1 —-1{=]0 -1 0
0 1 -1 01 0 0 0 1
ag = —trace(AR2)/3 = —(-1-1-1)/3 =
A(s)=s3+ a1 +ags+az =5 +2s +25+1
adjunta(sl — A) = Rgs® + Rys + Ry
[1 0 0 1 0 0 10 O
=10 1 0|s*+ [0 2 —-1[s+ |0 1 -1
0 0 1 01 1 01 0
[ +5+1 0 0
= 0 s2+2s+1 —(s+1)
| 0 s+1 s(s+1)
S . 0 0
. 252+25+1
B(s) = (sl — AL = adjunta(sl — A) _ s S()+ st SM2stl sl
A(S) s —|—25+—|125—|—1 S —L—(Q:_'_—li—)%—kl
0 53+2§2+23+1 §34252425+1

Note-se que este algoritmo pode ser facilmente programado em um computador digital. B

2.7.1 Conversao do espacgo de estados para fungoes de transferéncia

Dado um modelo no espago de estados de um sistema monovaridvel (uma entrada e uma
saida), especificado pela matriz A, pelos vetores B e C e pelo escalar D da equagio 2.32,
pode-se determinar a funcdo de transferéncia do sistema.
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A funcdo de transferéncia G(s) de um sistema é a relagdo entre as transformadas de
Laplace dos sinais de entrada e de saida, com condigoes iniciais nulas. Da equagao 2.34,
supondo x(0) = 0, tem-se:

X(s) =®(s)BU(s) = Y(s)=C[®(s)BU(s)]+DU(s) =

Y(s)
U(s)

G(s) = =C®(s)B+D=C(sl -A)"'B+D (2.37)

A inversa de uma matriz M é dada por:

1

M =
det(M)

adj(M)

onde det(M) é o determinante da matriz M e adj(M) é a adjunta da matriz M, ou seja,
a transposta da sua matriz de cofatores. Portanto, a partir da equacao 2.37, a funcao de
transferéncia G(s) é dada por:

~ C-adj(sl =A)-B+ D -det(sl — A)
N det(sl — A)

G(s) (2.38)

Os valores de s que fazem a funcao de transferéncia de um sistema tender para infinito
sao por definicao os pdlos deste sistema. Pela caracteristica da equacao 2.38, os valores
de s que fazem o determinante da matriz sl — A ser nulo sao raizes do denominador
da funcdo de transferéncia e, conseqientemente, pdlos do sistema. Portanto, existe uma
equivaléncia perfeita entre os autovalores da matriz A e os pélos da fun¢io de transferéncia
G(s), relembrando que um nidmero A é autovalor de uma matriz quadrada M se e somente
se det(Al — M) for igual a zero.

Exemplo 2.7-E: Cdlculo de fungao de transferéncia equivalente
Determine a fungdo de transferéncia G(s) do sistema descrito pelo modelo:

5{:[_02 js]’“[&?]“
y=[1 0]x

Da equacao 2.37 tem-se:

‘I’(S):([g 2]—[_02 —13])_1:[; 3113]_1:ﬁ[8j23 j':‘]

s+3 1 0.5
ol [P0 ] e
s24+3s+2 243542

Pode-se verificar que tanto os autovalores da matriz A quanto os pdlos da funcdo de
transferéncia sao iguais a -1 e -2. O sistem tem um zero em s = —4. B

G(s) =
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2.7.2 Conversao de fungoes de transferéncia para espago de estados

O processo inverso de conversdo onde, dada uma fungio de transferéncia G(s), se deseja
um modelo equivalente no espago de estados, nao tem uma regra de conversao fixa similar
a equagao 2.37, pois a representacdo em varidveis de estado nao é tinica. Alguns métodos
foram desenvolvidos, que sao apresentados a seguir e demonstrados no apéndice B.

Vamos supor inicialmente que o sistema é representado por uma fun¢ao de transferéncia
com nimero de zeros estritamente inferior ao niimero de pélos, ou seja:

Y(s)  bis" '+ tbyis+by
U(s) s"+ais" 14 +ap15+ap
)

G(s) =

W (@-1) _ (nm1 ,
Yy t+a y +"'+an—1y+any:b1 u +rr+ b1+ byu (239)

Se o sistema é regido pela equacdo diferencial 2.39 e deseja-se utilizar um conjunto
de varidveis de estado que gerem um modelo na forma candnica controldvel, mostra-se no
apéndice B que as matrizes que garantem a equivaléncia entre os modelos sdo:

[0 1 0 ... 0 0 1 0

0 0 1 ... 0 0 0

A= B B . . . B B =

0 0 0 1 0 0

0 0 0 ... 0 1 0

| —an, —Qp_1 —Qp—2 ... —az —ai | | 1 ]
C=[bn bp1 bpa ... bo by ] D=[0] (2.40)

O diagrama de blocos que representa a modelagem de um sistema no espago de estados
usando a férmula candnica controldvel é apresentado na figura 2.14.

Y
by by
ai as

Figura 2.14: Diagrama de blocos equivalente & forma canoénica controldvel

A forma canénica controldvel é particularmente util quando o sistema nao tem zeros, ou
seja, quando b,_1 = b,_9 = -+ = by = 0. Neste caso, as varidveis de estado correspondem
as derivadas sucessivas do sinal de saida, ou seja:

. .. (n—2) (n—1)
1 =Y T2 =Y I3 =Y Ip-1= Y Ty =
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Uma segunda possibilidade de conversdo é baseada na forma candnica observdvel.
Mostra-se no apéndice B que, para esta escolha de varidveis de estado, as matrizes que
garantem a equivaléncia entre os modelos sdo as indicadas a seguir:

00 ... 00 =—apn b,
10 ... 00 —Qp—1 bnfl
01 ... 00 —ans by
A= : o : B=1| .
0 0 ... 10 —ag b2
_0 0 ... 01 —a1 | L b1 |
C=[00 -~ 00 1] D=1[0] (2.41)

O diagrama de blocos que representa a modelagem de um sistema no espaco de estados
usando a férmula candnica observavel é apresentado na figura 2.15.

Figura 2.15: Diagrama de blocos equivalente & forma canoénica observavel

Uma terceira forma de conversao, baseada na forma candnica de Jordan, é bastante
util em algumas situacoes porque, se o sistema tiver apenas pélos reais distintos, este
método gera uma matriz A diagonal.

Supondo inicialmente que todos os pdlos sdo distintos, a expansao da funcdo de trans-
feréncia em fracGes parciais conduz a:

IR S SRR EY
U(s) (s+p1)(s+p2)(s+p3)(s+pa)---(s+pn)
_ C1 4 C2 Cc3 C4 S Cn
s+p1 s+p2 s+p3 Ss+p4 S+ Pn

A forma canénica de Jordan para este sistema é dada por:

—p1 0 0 0o .- 0 1
0 —p» 0 0 0 1
0 0 —p3 O 0 1
A= 0 0 0 -—p 0 B=11
0O 0 0 0 —pn, 1

Cz[cl cy €3 C4 -+ cn] D:[O] (2.42)
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Se o sistema tiver pélos multiplos, as matrizes da forma canoénica de Jordan nao mais
serdo diagonais, passando a conter elementos de valor 1 na supra-diagonal da matriz A e
elementos de valor 0 na matriz B. Estes comportamentos singulares ocorrerdao nas linhas
correspondentes ao pdlo miultiplo, exceto a tdltima, conforme demonstra o exemplo 2.7-F
a seguir.

Exemplo 2.7-F: Obtenc¢ao da forma candnica de Jordan
Determine a forma canénica de Jordan para o caso a seguir, onde o pdlo p; tem
multiplicidade 3.

Y (s) bis™ 14+ by 15+ b,

S U(s)  (s+p1)3(s+pa)--(s+pn)
C1 C2 C3 C4 Cp,

+ + +o
(s+p1)>  (s+p1)? s+p1 s+pa s+ pp

Para este exemplo, as matrizes passam a ter o seguinte formato:

[ —py 0 0 --- 0 '@'
0 -m 0 --- 0 @
0 0 -p 0 0 1
A=l 0 0 0 —ps 0 B=1 14
0 0 0 0 - —p. |1 ]
C= [ cl Cy €3 C4 -+ Cp ] D= [ 0 ] (2.43)

Figura 2.16: Diagrama de blocos equivalente & forma de Jordan da equacao 2.43

O diagrama de blocos correspondente é apresentado na figura 2.16. Nota-se que o pélo
multiplo é representado por trés conjuntos de blocos similares em cascata, onde o primeiro
é alimentado pelo sinal de entrada e os demais pela saida do conjunto precedente. W
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Se o sistema tem um nimero de zeros maior que o nimero de pélos, trata-se de um
sistema nao-causal, que nao corresponde a nenhum sistema fisico real e que portanto foge
aos objetivos da engenharia de controle. No caso de um sistema com nimero de zeros
estritamente igual ao nimero de pdlos, pode-se proceder a uma divisao de polinémios:

Y(s) cos"+as" 4t epiiston

G(s) = =
(#) U(s) s"+as"1+---+ap15+ay
bis" L4+ by15+ by ,
= C = C G S
O At tanistan 0T (5)
onde by = ¢; —cgay, -+, by 1 =cp_1— Coap_1 € by = ¢y — coan. Por conseqiiéncia, o sinal

de saida y(t) do sistema é dada por:

Y (s) = G(s)U(s) = cqoU(s) + G'(s)U(s) = U (s) +Y'(s) =
y(t) = cou(t) +y'(1)

Portanto, o sinal y(t) é igual ao sinal ¢/(¢), que é a saida que teria um sistema que fosse
modelado pela funcgdo de transferéncia G'(s), somado ao sinal c,u(t). Esta componente
do sinal de entrada presente no sinal de saida corresponde & matriz D na equagao 2.32.

Logo, pode-se representar em varidveis de estado o sistema com func¢ao de transferéncia
G(s) da seguinte maneira:

1. calcula-se a fun¢io de transferéncia G'(s);
2. adota-se uma das formas canonicas equivalentes & G'(s) no espago de estados; e
3. faz-se a matrix D, ao invés de ser nula, corresponder ao valor c¢y.

Exemplo 2.7-G: Calculo de modelos equivalentes no espago de estados
Para o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

G(s) 0.58% +3s%> +2.55+4
S) =
3+ 452 4+ 55+ 2

determine modelos equivalentes no espaco de estados utilizando as formas candnicas con-
trolavel, observavel e de Jordan.
Fazendo a divisdo de polinémios e a expansao em fracoes parciais:

5>+ 3 054 s> +3 P 6 7
s3 +4s2 +5s5+2 -

Gle) =05+ G+ 12 +2) (G+12 s+l s+2

Os modelos equivalentes no espaco de estado sao:

0 1 0 0
X = 0 0 1 [x+ U
Forma controldvel (eq. 2.40): 9 _5 _4 1

y=[3 0 1]x+[05]u
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[0 0 -2 3
, x=[(10 -5 |x+]|0|u
Forma observivel (eq. 2.41): < 0 1 —4 1
ly = [ 00 1 ] U
( [ —1 1 0
X = 0 - x+ |1 ]u
Forma de Jordan (eq. 2.43): <
| 0 0 1
ly = [ 4 —6 7 0 5 ] U

Todas estas trés formas modelam o sistema descrito pela fungio de transferéncia G(s). A
escolha de qual adotar serd feita com base na utilizacao que se pretende dar ao modelo e
nas propriedades que cada uma delas garante. H
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Exercicios

. Assumindo condicOes iniciais nulas, resolva as equacoes diferenciais abaixo. Refaca o
problema supondo agora z(0) = 1 e as demais condigdes inicias nulas.

z+1=1 T4+9z =1
P+ i4+4.250=t+1 & + i + 4 + 4z = 10sin(10¢)
. Encontre z(t) para:
2 10(s + 1.1)
X(s)= —— X(s) =
(5) s2+3s+4 () s(s+1)(s2+2s+2)
1 10
X(s) X(s)

T S 4552+125+8 T 55+ 4s* 1 1453 + 6652 + 1575 + 130

. A relagio entre a tensdo E gerada por um termopar e a temperatura T é dada por E =
aT + bT?, onde a e b sdo constantes. Linearize esta equacio para um ponto de operacio
de temperatura Tpg.

. Calcule um modelo linearizado em torno do ponto de equilibrio para o sistema descrito
pela seguinte equagao diferencial:

j4sing + (14 9)y = u?

. Uma entrada r(t) = e~%, t > 0, é aplicada a uma caixa preta com uma funcio de trans-
feréncia G(s). A saida resultante, com condigoes iniciais nulas, é c(t) = 2 — 3e™! +
e~ 2 cos(2t), t > 0. Determine G(s)

. Deve-se projetar um sistema de controle para uma planta da qual nao se conhece o funcio-
namento interno. Sabe-se apenas que a planta aceita uma tensao v; como sinal de entrada
e o sinal de saida v, também é uma tensao. Com o sistema em repouso, injetou-se um
sinal constante de 1 V na entrada do sistema (v;(t) = 1, ¢ > 0) e, com a ajuda de um os-
ciloscépio com memdria, tragou-se o grafico do sinal de saida v, a seguir, que corresponde
a uma sendide exponencialmente amortecida oscilando em torno de um nivel constante.
Determine com estas informacdes a funcao de transferéncia do sistema G(s) = V,(s)/Vi(s).

ol
p -
S \
0.8 \

\./
\./

0.2

Sa Ida do sistema

0 1 2 3 4 5 6
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G. Seja o sistema descrito pela fungdo de transferéncia abaixo. Calcule a saida do sistema
quando submetido & entrada indicada no gréafico a seguir.

umg

=

1
Gls) = 2 om6s 11

e

N

I. Utilizando a férmula do ganho de Mason, encontre a fungido de transferéncia G(s) =
C(s)/R(s) do sistema descrito pelo grafo de fluxo de sinais indicado na figura abaixo.

J. Para um sistema que tem a estrutura mostrada na figura abaixo, escreva a equacgdo de
estados que descreve o sistema, adotando as varidveis x1, T9 € T3 como varidveis de estado.

2 |z — 2 [ & [ L1 121 — qi

— Y

K. Obtenha um modelo no espago de estados para o circuito elétrico abaixo, adotando a

tensao v e a corrente ¢ como as varidveis de estado.

1H 8 v
+
—
i
u 2v 2i 0,20 __05F y
-0
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L. Obtenha a equagio de estados para o sistema de duas entradas e uma saida que corresponde
ao circuito abaixo, onde a saida é a corrente 5.

Ry Ry R3
_'>
i2 +
v1 i Li L C " v V9

M. Dada a equagao de um sistema

.’i‘l 2 1 0 Al
To| = |0 2 1] |xo
T3 0 0 2| |z3

determine a solucdo z1(t), z2(t) e z3(t) em termos de z1(0), z2(0) e z3(0).
N. Obtenha a resposta y(t) do seguinte sistema:
. 0 1 2
x—[_Q _3]x+[0]u y=[-1 1]z
0 t <0,
2(0) = [O] u(ty =4, P
1 e " parat>0.
O. Considere o sistema descrito por:
. -5 -1 1
x:[?) _Jw—l—[l]u y:[l 2]:13
Obtenha a funcao de transferéncia do sistema.
P. Um sistema é representado no espaco de estados pela equacao de estado abaixo:
. -3 0 1
x:[o _1]x+[1]u y:[—5 5]:6
1. Calcule os pdlos e determine a fun¢io de transferéncia do sistema.

2. Fixe valores para os parametros a, b e d de forma a que o mesmo sistema possa ser
representado de forma equivalente pela equagao de estado a seguir:

z':[_oa :2],2-1—[2]11 y=1[10 0]z

Q. Obtenha um modelo no espago de estados para os sistemas que sao representados pelos
seguintes modelos:

L §+39°+2 =u 3. Glo)= ll;g; (s i(i)j(ﬁ 3)
2. §+3y+2y=u+0.5u 4 Gls) = Zg; B 2((88J:r 12))((::34))
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Capitulo 3

Modelos discretos de sistemas

3.1 Introducao

O uso de computadores digitais como controladores cresceu bastante a partir dos anos 80,
em razdo do prego, da confiabilidade e da disponibilidade destes equipamentos terem me-
lhorado sensivelmente. Uma conseqiiéncia deste avango revolucionarios na microeletrénica
é que praticamente todo sistema de controle construido atualmente é baseado em micro-
processadores e/ou sofisticados microcontroladores. Utilizando sistemas controlados por
computador, é possivel obter-se melhores desempenhos do que com sistemas analégicos,
além de novas funcionalidades. Novas ferramentas de software também aumentaram dra-
maticamente a eficiéncia na andlise e projeto de sistemas de controle.

Para sistemas envolvendo dispositivos digitais, os modelos desenvolvidos no capitulo
2 nao sao suficientes, pois determinados sinais sé estdo disponiveis em alguns instantes
de tempo. Neste capitulo apresentaremos de forma resumida as ferramentas matemadticas
necessarias para a modelagem de sistemas discretos, notadamente a transformada Z e a
funcao de transferéncia discreta.

3.2 Equacoes de diferencas

Sistemas continuos, onde os sinais evoluem continuamente no tempo, sdo normalmente
modelados por equacoes diferenciais. Sistemas discretos, entretanto, sao melhor represen-
tados por equagdes de diferencas, onde o valor presente de um sinal [ yx | é expresso em
funcdo dos valores passados do sinal | yx—1,Yk—2,--- | € dos valores passados e presente
do sinal de entrada [ ug,ug_1,uk_2,--- ]. Os exemplos a seguir ilustram a modelagem de
alguns sistemas por equagoes de diferencas.

Exemplo 3.2-A: Série de Fibonacci
A série de Fibonacci é uma seqiiéncia de nimeros onde os dois primeiros elementos da
série sao 1 e os termos restantes sao a soma dos dois termos anteriores:

1,1,2,3,5,8,13, - -
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Modele a série de Fibonacci por uma equacao de diferencas e tente descobrir a sua lei
formadora resolvendo esta equacao.

A partir da regra de formacao da série, tem-se que

Yk = Yk—1 + Yr—2

Vamos tentar descobrir as possiveis solugoes por tentativa e erro. Testando-se a possibili-
dade y; = cp®, com ¢ # 0 e p # 0, chega-se a:
1+V5

2
Portanto, y; = ¢ - (1.62)F e yp = ¢+ (—0.62)F sio duas possiveis solugdes da equacio de

diferencas. Como o sistema, ¢ linear,

yr = c1 - (1.62)F + ¢p - (—0.62)F

k—2

k c k—1

cp” =cp +cp = p2—p—1:0 = p=

também é solugao do sistema, para quaisquer valores de ¢; e c3. No nosso caso, sabe-se
que yp = 1 e y; = 1, 0 que permite determinar valores para os coeficientes c¢; e ca:

yp = 0.72 - (1.62)F 4 0.28 - (—0.62)"

Esta é portanto a equacao de diferencas que modela a série de Fibonacci. A validade da
solucdo pode ser verificada fazendo-se £ = 0,1,2,3,--- e constatando-se que os termos
obtidos correspondem aos esperados. B

Exemplo 3.2-B:

Supondo que os valores dos sinais sdo medidos a cada T segundos e que o periodo T’
é suficientemente pequeno, obtenha uma equacido de diferencas que modela aproximada-
mente a relacdo entre um sinal uy = u(kT) e sua derivada yi = u(kT).

y(t) = ift) = Jim YD ZUEZAY  ult) —ut = T)

At—0 At T
oy = DT (1), (1),

7

Portanto, esta é a equacdo de diferencas que modela aproximadamente o processo de
diferenciagdo, utilizando a aproximacdo para tras (backward approzimation). B

Exemplo 3.2-C:
Supondo que os valores dos sinais sao medidos a cada T segundos e que o periodo T’
é suficientemente pequeno, obtenha uma equacido de diferencas que modela aproximada-
- . . kT
mente a relagdo entre um sinal uy = u(kT) e sua integral y, = [ u(7)dr.
Existem diversos algoritmos de integracao numérica. Trés possibilidades estao indica-
das na figura 3.1, que dao origem a trés diferentes equacoes de diferencas:

Yk = Ye—1 + Tug—1 (3.1)
Yk = Yr—1 + Tug

U + Uk —1
Y = Yp—1 + T ——F—— (3.3)

2
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u(t/T)

Figura 3.1: Trés métodos diferentes de integracdo numérica

A equagao 3.1 corresponde & aproximacgao para frente (forward), ou método de Euler; a
equacao 3.2, & aproximagao para tras (backward); e a equagao 3.3, ao método trapezoidal,
ou aproximacao de Tustin. W

3.3 A transformada Z

Se uma grandeza e tem valores discretos eg, €1, g, - - -, a transformada Z desta grandeza,
indicada por E(z), é definida por:

E(z) = Z(ex) = Zekz_k (3.4)
k=0

A partir desta definicdo, demonstra-se que a transformada Z possui as caracteristicas
lineares de homogeneidade e aditividade, além de outras propriedades tteis, como a pos-
sibilidade de representar avancos ou atrasos no tempo por produtos ou divisoes por z. As
principais propriedades da transformada Z estao listadas na tabela C.1 do apéndice C.

Exemplo 3.3-A: Transformada Z do pulso unitario
1, k=0

Calcular A(z), a transformada Z da seqiiéncia pulso unitério §; = { 0, k£0

o
A(z):Z(Sk-z_k:1-z0+0-z_1+0-z_2+---:1
k=0

Portanto, a sequéncia pulso unitario tem a sua transformada Z igual a 1. B
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Exemplo 3.3-B: Transformada Z do degrau unitario
Calcular U(z), a transformada Z da funcao degrau unitario u(t) = 1(¢).

1 1 1

o
Ulz) = Lk — R R R
()= 12 I+-+5+5+
k=0
Sabe-se que, se 22 < 1,
=l+z+z?+2°+--
11—z
Portanto,
1
U(z) = ==

e R |

Esta é portanto a transformada Z da funcao degrau unitirio. B

As transformadas Z das seqiiéncias mais usuais em controle estdo sumarizadas na ta-
bela C.2 do apéndice C. E importante lembrar que a transformada Z sé estd definida
para, seqiiéncias de valores, e nao para funcoes continuas no tempo. Entretanto, é muito
frequiente se encontrar na literatura referéncias a “transformadas Z de fungées”. Inclu-
sive no exemplo 3.3-B acima se calculou a “transformada Z da func¢do degrau unitario”.
Quando utilizamos esta forma de expressao, na realidade estamos nos referindo a trans-
formada Z da seqiiéncia cujos valores correspondem aos valores da fungao nos instantes
t = kT. Ou seja,

F(z)=Z[f(t)] = F(z)=2(fr), onde  fr=/f(kT)

Abusando um pouco mais da linguagem, também se encontra na literatura referéncias
a “transformadas Z de transformadas de Laplace”. Na realidade, deve-se entender esta
expressao como a “transformada Z da fungao temporal que possui esta transformada de
Laplace”, o que por sua vez recai no caso anterior:

F(z) = Z[F(s)] = F(2)=2[f(t)] onde f(t)=£""[F(s)]

A tabela C.3 do apéndice C apresenta a correspondéncia entre a transformada de Laplace
e transformada Z das fungbes mais usuais em engenharia de controle.

3.4 A funcao de transferéncia discreta

Tomemos como exemplo a equacao 3.3, que modela o método trapezoidal de integracao
numérica:

T
Yk = Yh-1 + 5 (up + up—1) (3.5)
Multiplicando-se os dois lados por z~* e fazendo-se um somatério de k = 0 até k = oo:

Zyszk = Zykflfk + EZ upz * + EZ up_12 " (3.6)

vl ~ ~ ~ vl
~ " " ~

A B (& D
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Os termos A e C da equagdo 3.6 sdo as transformadas Z de yi e ug, respectivamente.
Quanto ao termo B, fazendo-se j = k — 1 tem-se:

o o0 . o )
Youkrz =Y yr U =y Y Ty
k=0 j=—1 7=0

Supondo-se que o sinal é nulo para instantes anteriores a k = 0, y_; = 0, o que implica:

o (e e] )
S e =Y gy = V)
k=0 j=0

Um procedimento similar pode ser adotado para o termo D da equagao 3.6:

[e.e] (e e]
Zuk_lz_k =771 Zujz_J = 271U (2)

Com isso, a equacao 3.6 pode ser reescrita como:

Y(2) = 2 1Y (2) + g[U(z) 42U > Gl = }[;g; _ (g) : fi (3.7)

Portanto, um eventual sistema que fosse descrito pela equacao de diferencas da equacao
3.5 também poderia ser descrito pela funcao de transferéncia discreta da equacao 3.7, desde
que as condicdes iniciais fossem nulas. Esta relacdo entre funcoes de transferéncia discretas
e equacoes de diferencas é andloga a relagao entre funcoes de transferéncia continuas e
equagoes diferenciais.

Exemplo 3.4-A:
Para condigoes iniciais nulas, ou seja, supondo todos os sinais iguais a zero para k < 0,
determine a fungao de transferéncia discreta do sistema descrito pela equagao de diferencgas:

Yk + 2yr—1 + 1.5yg—2 = ugp—1 — 0.5up—2

Pelas propriedades da homogeneidade, da aditividade e do atraso no tempo da transfor-
mada Z, listadas no apéndice C, sabe-se que:

Z(yk + 2yp—1 + 1.5yg—2) = Z(ug—1 — 0.5up2) =
Z(yk) +2Z2(yk—1) + 1L.5Z2(ye—2) = Z(up—1) — 0.5Z(up—2) =
Y(2) + 227V (2) + 1.5272Y (2) = 27U (2) — 0.5272U(2) =

M+22 141522 (2) = [z ' =052 2U(z) =
Y(2) 271 —0.5272 z—0.5

G(z) 1+2z 141522 22+22+15

G(z) =

Estabelecendo um paralelo com funcgoes de transferéncia continuas, da mesma forma que
uma diferenciacdo “equivale” a uma multiplicagdo por s, um deslocamento para tris no
tempo “equivale” a uma multiplicacdo por z—'. W
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A fungdo de transferéncia discreta G(z) de um sistema é uma expressio em z tal
que Y (z) = G(2)U(z), onde U(z) é a transformada Z do sinal de entrada u; e Y(z) é
a transformada Z do sinal de saida y;. Sabe-se que a transformada Z da func¢do pulso
unitdrio d; é A(z) = 1. Por esta razdo, pode-se concluir que, excitando-se um sistema
com uma entrada pulso unitdrio, a transformada Z do sinal de saida obtido é a prépria
funcao de transferéncia discreta do sistema:

u,=0, = U(z)=1 = Y()=G2)U(z)=G(2) = Z(y) =G(2)

Exemplo 3.4-B:

Comprove o resultado obtido anteriormente de que a equagao de diferengas da equagao
3.5 e a fungao de transferéncia discreta da equagao 3.7 s@o equivalentes, usando a propri-
edade de excitagao do sistema por um pulso unitario. Suponha y; = 0 para k < 0.

1, k=0

u =0 = ’u,k:{o k0

Da equacao 3.5:

T T T
Yk =yp-1+ 5 lup tup-1) = go=yatSluwtu)=0+501+0)=5 =
T T T
y1=yo+§(ul+uo):§+§(0+1):T =
T T
w=ytgtu)=T+50+0)=T =
Yys=ys=ys=---=T
Com base na defini¢cdo da transformada Z da equacdo 3.4:
- T T
G(Z)=Z(yk)Zzykz*kz§+Tz*1+Tz‘2+---=—§+T+Tz*1+Tz—2+---=
k=0

T had T T T Tz T\ z+1
= —— T _k:—— = — — = —
2 " %z 2 11 2t (2)2—1

Conforme esperado, o resultado é idéntico ao da equacdo 3.7. B

3.5 Sistemas amostrados

Um sistema de controle digital utiliza sinais digitais e um computador digital para con-
trolar um processo. Um computador digital recebe e manipula sinais na forma digital (ou
numérica), em contraste com sinais continuos. Isto faz com que, apesar de o processo sob
controle ser continuo, o controlador s6 tem acesso a dados do processo e s6 pode atuar
sobre ele em determinados instantes de tempo pré-estabelecidos. Dados obtidos sobre
as varidveis do processo apenas a intervalos discretos de tempo sao denominados dados
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amostrados, e constituem um sinal discreto. O periodo T entre dois instantes consecutivos
de obtencao dos dados é denominado periodo de amostragem.

Um diagrama de blocos de um sistema de controle digital monovaridvel é mostrado
na figura 3.2. O computador digital neste sistema recebe o erro na forma digital e realiza
calculos de forma a fornecer uma saida, também na forma digital. O computador deve
ser programado para fornecer uma saida tal que o desempenho do processo corresponda
ao desempenho desejado. Muitos computadores sao capazes de receber e tratar varias
entradas, o que permite a existéncia de sistemas de controle multivaridveis baseados em
um tnico computador.

Sinalde .| computador| Uk Conversor de u(t)

referéncia Ny = digital para = Atuador [— Processo > Saida
digital analdgico
| |
yr | Conversor de | y(¢)
analogico = Sensor |-
para digital
SINAIS DIGITAIS : , SINAIS ANALOGICOS

Figura 3.2: Diagrama de blocos tipico de um sistema de controle digital

Os dados da medicao sao convertidos da forma analdgica para a forma digital por
um conversor de analégico para digital, ou conversor AD, mostrado na figura 3.2. Apds
processar as entradas, o computador fornece uma saida na forma digital, que é entao
convertida para a forma analégica por um conversor de digital para analdgico, ou conversor
DA, também mostrado na figura 3.2.

Na entrada do sistema digital (ou seja, logo apds o conversor AD), o computador recebe
uma seqiiéncia de valores representando os valores do sinal de saida y(¢) nos instantes de
tempo t = kT, k=0,1,2,---, conforme indicado na figura 3.3:

AD
y(t) — Yk

T 2T 3T i 1 2 3 &

Figura 3.3: Funcionamento tipico de um conversor AD

O funcionamento do conversor DA é um pouco mais complexo. O conversor DA recebe
a cada T segundos um valor numérico digital do computador e gera (instantaneamente,
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para um conversor ideal) um sinal anal6gico proporcional a este valor, geralmente sob a
forma de uma tensao elétrica:

ug DA u(t)

Entre os instantes de amostragem, entretanto, o conversor nao recebe do computador
nenhuma informagao sobre o valor analégico a ser fornecido, cabendo ao préprio conversor
gerar este valor de forma autonoma. A maioria dos conversores DA mantém constante
a saida com o tltimo valor recebido. Este comportamento, indicado na figura 3.4, é
conhecido como segurador de ordem zero:

Uk

Figura 3.4: Funcionamento tipico de um conversor DA

Para modelar o comportamento do conversor DA, usualmente se divide o seu fun-
cionamento em duas entidades que, embora ndo existam fisicamente como dispositivos
separados, juntas modelam o comportamento do conversor:

e amostrador; e
e segurador.

3.5.1 Amostrador

A funcdo impulso unitério! §(¢) é definida como:

1/h, 0<t<h
d(t) = imA(¢), onde A(t) = / .
h—0 0, t>hout<0

A integral de 6(¢) é um degrau unitério, conforme indicado na figura 3.5.

a(t) u(t)

1 1
0t) [ L~ u®)

Figura 3.5: Relacdo de integracdo entre as fungdes impulso unitdrio e degrau unitario

N&o confundir a fungio impulso unitirio §(¢), que é continua, com a funcio pulso unitario 8z, que é
discreta e foi apresentada no exemplo 3.3-A.
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Um amostrador seria um dispositivo que recebesse na entrada uma seqiiéncia de valores
u) € gerasse na saida um sinal ﬂ(t), formado por um trem de impulsos de periodicidade T’
com cada impulso multiplicado pelo valor correspondente na seqiiéncia, conforme indicado
na figura 3.6.

u(t) = > upd(t — kT)
k=0

ug % u(t)

X -
X U, Vo u(t) T

Amostrador

Figura 3.6: Principio de funcionamento de um amostrador

3.5.2 Segurador

Um segurador de ordem zero seria um dispositivo que, ao receber um impulso de magnitude
« na entrada, mantivesse a saida com valor “o” durante 7' segundos e com valor “0” dai em
diante, conforme indicado na figura 3.7. Este sinal de saida desejado pode ser decomposto

a(t) u(t)

a a
o(t) .1 Segurador |, u(t)

Figura 3.7: Principio de funcionamento de um segurador de ordem zero

como a subtracao de dois degraus unitarios, tendo o segundo um atraso de T' segundos
em relagao ao primeiro, conforme a figura 3.8. Como a saida de um integrador para uma

u(t) uy (t) us(t)

a - [ S — - a

Figura 3.8: Decomposicao do sinal segurado em dois degraus unitarios

entrada impulso unitdrio é um degrau unitirio, o segurador pode ser modelado por dois
integradores e um atraso no tempo de T segundos, como mostra a figura 3.9. Portanto, a
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L Atraso de

T segundos

Figura 3.9: Modelagem de um dispositivo segurador de ordem zero

funcao de transferéncia do segurador de ordem zero é

1— e—sT

S

G(s)

3.5.3 Conversor DA

Acoplando-se um amostrador e um segurador em série consegue-se modelar o conversor
DA, como ilustra a figura 3.10. Nas plantas acionadas através de conversor DA, o conversor

Uk Conlslzrsor u(t) = m v u(?) Segurador |, u(t)
Amostrador

Figura 3.10: Modelagem de um conversor DA por um amostrador e um segurador em série

serd decomposto em um amostrador e em um segurador e, em seguida, o segurador sera
incorporado & planta, restando apenas o amostrador para modelar o conversor DA. Dito
de outra forma, a andlise serd feita supondo-se que, ao invés do sinal “real” u(t) gerado
pelo conversor e que é aplicado na planta “real”, tem-se um trem de impulsos a(t) gerado
por um amostrador e que este sinal é aplicado em uma planta “virtual”, composta por um
segurador em série com a planta real, como indicado na figura 3.11.

u(t)
_,_I_I— w(t) .| Planta |____
T 2T 3T t
. I
u(t)
* 1—e—*T
A T * u(t) | =%— Planta |,

T 2T 3T t

Figura 3.11: Equivaléncia entre sinal proveniente de conversor DA e trem de impulsos
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3.6 Funcao de transferéncia discreta de sistema amostrado

Deseja-se, para um sistema amostrado como o da figura 3.2, determinar qual a funcao de
transferéncia discreta que relaciona a sequéncia y; de valores lidos pelo computador com
a seqiiéncia uy gerada pelo computador.

A funcdo de transferéncia discreta de um sistema pode ser obtida aplicando-se um
pulso unitdrio ao sistema. Portanto, o procedimento para sua obtengao seria o seguinte:

1, k=0
0, k+£0
2. faz-se G(z) = Z(yx), onde yi, é a seqiiéncia obtida na saida do sistema.

1. aplica-se na entrada do sistema a seqiiéncia uy =

Em razao do discutido anteriormente, aplicar um pulso unitdrio a um sistema amostra-
do é equivalente a aplicar um tnico impulso unitario & planta precedida de um segurador:

up =08 = u(t) =4t

Nesta situagio, se a planta tem fun¢io de transferéncia continua G(s), a transformada de
Laplace do sinal de saida Y (s) é dada por:

Y(s) = G(s)U(s) = (i> G(s)U(s)

S

1—eTs 1
Y(s)z(—) Os) = wt)=£¥()] > e =y(kD)

A funcdo de transferéncia discreta é portanto dada por:
1-— —Ts —Ts
o) =z = 2| (L ) 61| = 2[ €] - 2[00
s

e % corresponde exatamente a um atraso de um periodo. Logo:

2[ = e [

S S

Glz) = (1— 212 [G(s)] - (z - 1) z [@] (3.9)

S z S

Um erro bastante freqiiente ao se calcular a funcao de transferéncia discreta correspon-
dente a um sistema amostrado é se fazer G(z) = Z[G(s)]. Pode-se utilizar uma “tabela
de equivaléncia F(s)-F(z)”, como a tabela C.3 do apéndice C, mas levando-se em conta a
equacdo 3.9. Ou entdo pode-se consultar logo uma “tabela de correspondéncia G(s)-G(z)”,
como a tabela C.4 do apéndice C, que ja da diretamente a funcao de transferéncia discreta
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oY +
u(t) o y(t)

Figura 3.12: Sistema a se comparar os modelos continuo e discreto no exemplo 3.6-A

correspondente a funcdo de transferéncia continua. Mas é importante que se tenha bas-
tante claro o significado da tabela que se estd consultando, e em qual contexto ela pode
(ou nao pode) ser empregada.

Exemplo 3.6-A: Comparagao entre modelos continuo e discreto de sistema
Seja o sistema modelado pelo circuito da figura 3.12, com R = 100kQ2 e C = 1uF.
e Obtenha a funcao de transferéncia continua G(s) do sistema.
e Obtenha a resposta do sistema para:

1. entrada degrau unitario; e
2. entrada rampa unitaria.

Obtenha a funcao de transferéncia discreta do sistema, supondo um periodo de
amostragem de 7' = 30ms.
Obtenha a resposta amostrada do sistema para:

1. entrada degrau unitario; e
2. entrada rampa unitaria.

e Compare os valores obtidos fazendo-se k = 1,2, 3, - - - nas solucbes encontradas para
o sistema amostrado com os valores obtidos fazendo-se ¢ = 0.03,0.06,0.09, -+ nas
solugoes para o sistema continuo. Os valores sdo iguais ou diferentes? Porqué?

Como se trata de um divisor de tensao:

oY _ 10
Uis) = (3)_U(s)_105+m_s+10

B Zc(s)
V)= 720 + Ze(s)

Para uma entrada degrau unitério:

= Y()=—r = = yt)=1—e 0 (3.10)

1 10 1 1
s s(s+10) s s+10

Para uma entrada rampa unitéria:

10 1 0.1 0.1
- — Yis)= — — - 22
Uls) ~ () s2(s+10) s?2 s + s+10

y(t) =t —0.1+0.1e7 10 (3.11)

=
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A obtencdo da funcdo de transferéncia discreta é feita a partir da equacdo 3.9 e da
tabela C.3:

G(s) 10 1 1

s s(s+10) s s+10

z [GS)] =2z (%) _Z<s-|—110> - zil - z—z—0-3 - (z—1())k2zﬁio.74) =

- (22) o [22] -

A obtengio de G(z) também poderia ser feita diretamente por consulta a tabela C.4.
Para uma entrada degrau unitdrio no sistema amostrado, a tabela C.3 mostra que:

z 0.262 z z
UVe)=7=3 = YO =CRUE =5 -om ~7-1 -0
yk — 1 _ e—lOTk — 1 _ 6—0.3k (3.13)

A figura 3.13 apresenta simultaneamente o grafico do sinal de saida do sistema continuo,
tracado a partir da equagao 3.10, e os valores fornecidos pelo sistema amostrado nos ins-
tantes de amostragem, calculados a partir da equagao 3.13. H4 coincidéncia, nos instantes
de amostragem, do sinal de saida do sistema continuo e do amostrado para entrada degrau.

12 T T T T

T -

0.8 - -

0.6 -

04 —

02 Cont nuo 7

Amostrado  +
Entrada ------

0 1 1 1 1

Figura 3.13: Resposta ao degrau continua e amostrada do sistema da figura 3.12

Para uma entrada rampa unitiria no sistema amostrado, a tabela C.3 diz que:

U(z) = 0.03z Y(z) = 0.00782 _ 003 0116z 0.116z
(2 —1)2 S (z-1)2(2—-074)  (z—-1)2 z—-1  2z-0.74
yr = Tk —0.116 + 0.116 - e~ '97% = 0.03k — 0.116 4 0.116 - 703 (3.14)

A figura 3.14 apresenta simultaneamente o grafico do sinal de saida do sistema continuo,
tracado a partir da equacgao 3.11, e os valores fornecidos pelo sistema amostrado nos instan-
tes de amostragem, calculados a partir da equacgao 3.14. Nota-se que nao ha coincidéncia
entre os valores do sinal de saida para o sistema continuo e para o sistema amostrado.
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0.25 T T T T

0.15 ~

0.1

0.05 -

Cont nuo

Amostrado  +
Entrada ------

Figura 3.14: Resposta & rampa continua e amostrada do sistema da figura 3.12

Nota-se que hd uma diferenca entre o comportamento para uma entrada degrau, exibi-
do na figura 3.13, e para uma entrada rampa, exibido na figura 3.14. Na primeira situagao,
a planta nao apresentou mudanca de comportamento ao se amostrar o sinal de entrada,
enquanto que na segunda situagdo o comportamento foi diferente. Isto se deve ao fato de
um degrau unitario atravessar sem alteragbes um conversor DA, o que ja nao acontece com
entradas varidveis no tempo, como uma entrada rampa. A figura 3.15 ilustra este fato.

— - [ /|

Figura 3.15: Influéncia do conversor DA sobre entradas degrau e rampa

Para o célculo dos valores do sinal de saida do sistema amostrado, foi utilizado o proce-
dimento de se calcular a anti-transformada Z do sinal, a partir da funcdo de transferéncia.
Outra possibilidade é se calcular numericamente estes valores, o que é bastante facil de
ser feito a partir da equagao de diferencas do modelo. Da equacao 3.12:

0.26
z—0.74

Com esta equacao de diferencas o sinal de saida pode ser calculado recursivamente para
cada valor de k, dando os resultados indicados na tabela 3.1. Os valores da tabela 3.1,
calculados numericamente a partir da equacao de diferencas 3.15, coincidem com os valores
obtidos fazendo-se £k = 0,1,--- ,6,7 nas equacoes 3.13 ¢ 3.14

G(z) = =y, — 0.7T4yp_1 = 0.26u;_ (3.15)

3.7 Caracteristicas dos sistemas amostrados

Sistemas lineares continuos invariantes no tempo tém a propriedade que a resposta em
regime a excitacoes senoidais também é senoidal, com a frequéncia do sinal de excitacao.
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ug=1  yr  ug=Tk 1y
1.00 0.0000 0.00 0.0000
1.00 0.2592 0.03 0.0000
1.00 0.4512 0.06 0.0078
1.00 0.5934 0.09 0.0213
1.00 0.6988 0.12 0.0391
1.00 0.7769 0.15 0.0601
1.00 0.8347 0.18 0.0834
1.00 0.8775 0.21 0.1085

N OO R W N O

Tabela 3.1: Célculo recursivo dos valores do sinal de saida do exemplo 3.6-A

Sistemas amostrados, entretanto, comportam-se de uma maneira mais complicada, pois a
amostragem cria sinais com novas freqiiéncias. Este fendmeno é conhecido como masca-
ramento ou aliasing.

Para ilustrar o fenémeno do mascaramento, vamos supor que um sistema amostrado
seja excitado com um sinal senoidal de entrada de freqiiéncia w = 12, ou seja, u(t) =
sin(12¢). O periodo de amostragem é de T' = 0.5s, 0 que faz com a freqiiéncia de amos-
tragem seja de ws = 27/T = 12.57. A figura 3.16 apresenta no primeiro grafico o sinal de
entrada continuo, onde estdao superpostos os valores lidos nos instantes de amostragem, e
no segundo grifico a maneira como estes valores lidos sdo percebidos apds a amostragem.

Nota-se claramente que a amostragem fez surgir um sinal com uma nova freqiiéncia.
Sem entrar em maiores detalhes desta teoria, apenas mencionaremos que um sinal de
frequéncia w, ao ser amostrado com uma freqiiéncia ws, pode gerar componentes com
frequiéncias w, dadas por

We = Nws £ w, onden =0,1,2,--- (3.16)

No nosso exemplo, a amostragem criou uma componente de sinal com frequéncia w, =
12.57—12 = 0.57rad/s. O periodo deste sinal é portanto de 11s, conforme se vé claramente
no segundo grafico da figura 3.16.

Uma consequéncia da equacao 3.16 é que o processo de amostragem criard componentes
de baixa frequéncia se o sinal a ser amostrado contiver frequéncias maiores que a metade da
freqiiéncia de amostragem. A freqiiéncia wy = ws/2 é chamada de fregiéncia de Nyquist
e é um parametro importante de sistemas amostrados. A justificativa tedrica deste fato
vem do teorema da amostragem de Shannon, que estabelece que um sinal continuo que
nao possua componentes de freqiiéncia superiores a wy pode ser reconstituido a partir de
suas amostras se a freqiiéncia de amostragem for superior a 2wy.

Para evitar as dificuldades ilustradas na figura 3.16, é essencial que todas as com-
ponentes de sinal com freqiiéncias maiores que a freqiiéncia de Nyquist sejam removidas
antes que o sinal seja amostrado, através da utilizagdo de filtros. Os filtros que reduzem
os componentes de alta frequéncia dos sinais sao chamados de filtros anti-mascaramento,
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0.5 -

05 -

05 - -

05 -

Figura 3.16: Exemplo do efeito de mascaramento em sistemas amostrados

e sdo componentes importantes de sistemas de controle controlados por computador ou de
qualquer outro sistema amostrado.

Principalmente em razao do fenémeno do mascaramento, a escolha correta da taxa de
amostragem é um aspecto muito importante em sistemas amostrados. Aumentar muito
o periodo tornara impossivel reconstruir o sinal continuo. Diminuir muito o periodo au-
mentard a carga computacional do computador e acentuard os erros numéricos.

Em engenharia de controle, é usual se relacionar o periodo de amostragem com grande-
zas temporais do sistema. Para sistemas oscilatérios, é normal relacioné-lo com o periodo
da oscilacdo do sinal de saida; para sistemas nao-oscilatérios, com o tempo de subida, que
é o tempo necessario para que o sinal de saida atinja um percentual (geralmente 95%) do
valor de regime. A experiéncia mostra que, para a maioria dos sistemas, bons resultados
sao obtidos adotando-se um periodo de amostragem igual & grandeza temporal aplicdvel
(periodo da oscilagdo ou tempo de subida) dividida por um fator entre 4 e 10.

3.8 Modelos discretos no espaco de estados
Seja o sistema descrito pelo modelo continuo no espaco de estados

= Ax + B
{" x+Bu @)

y = Cx + Du
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A situag@o mais comum em sistemas amostrados é aquela em que o conversor DA se baseia
em um segurador de ordem zero, ou seja, o conversor mantém o sinal analdgico constante
até que uma nova conversao seja solicitada. Portanto, se denominarmos t;, = k7' o k-ésimo
instante de amostragem, o sinal de entrada u(t) é constante e igual a uy para o periodo de
tempo até o proximo instante de amostragem. Durante este periodo ¢y < ¢ < 541, com
base na equagao 2.35, o vetor de estado x(t) é dado por:

t
x(t) = O(t — tg)x(tg) + / &(t — 7)Bu(r)dr, tr <t <tk
t
Como u(t) é constante no intervalo:
¢
X(t) = (I)(t — tk)x(tk) +/ (I)(t — T)dTBu(tk), try <t <tpt
i
Fazendo o0 =t — 7, 0 que implica 7 =% — 0 e dT7 = —do:

0

t—tg
x(t) = ®(t — tg)x(t) -I—/ ®(0)(—do)Bu(ty) = D(t — tx)x(tx) -I-/O ®(o)doBu(ty)

t—ty,

Para o préximo periodo de amostragem, onde ¢t = #51:

te41—tg
X(tk+1) = @(te+1 — te)x(tk) + /o ®(0)doBu(tk)

Se os instantes de amostragem sao periédicos, de forma que tx,1 — tx, = T, entdo:

T
xX(tg+1) = O(T)x(t) +/ ®(0)doBu(ty)
0
ou, em uma notacao mais compacta:

A — _ AT
{xk+1 = Axy, + Buy A=ol)=e

onde _ T T (3.18)
Yr = Cx; + Dug B= / ®(0)doB = / e"’doB
0 0

As matrizes A e B podem ser determinadas pelas equacoes 3.18, utilizando o teorema
de Cayley-Hamilton do apéndice B, conforme ilustra o exemplo 3.8-A a seguir.

Exemplo 3.8-A: Discretizagdo de modelo continuo no espago de estados
Com um periodo de amostragem 7', calcule um modelo discreto no espago de estados
correspondente ao sistema descrito pelo modelo continuo:

k:[—gl é]“[(l)]u (3.19)

yz[l O]x
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Vamos utilizar o teorema de Cayley-Hamilton para determinacio das matrizes A e B.
A equacdo caracteristica da matriz A é:

det(AMl—=A)=0 = MN+1=0 = Ip==j
A determinacdo das matrizes A e B envolve o célculo de duas funcbes matriciais f e g:
A=f(A) =erT =a1A + aol = f\N) ="

- T T 1
B=g(A)B = / e’do-B=(b1A+bl)B = g\ = / Ndo = 3 (e)‘T - 1)
0 0

i .
a1j +az = f(j) =T N al:T:SIHT
a1(—j) +ag = f(—j) =77 e/l 4 e I7
a9 = — =cosT
2
~ ) 0 1 10 cosT sinT
A—a1A+a2|—smT[_1 0:|+COST|:0 1]_[—sinT cosT]
. . 1, . JjT —JjT
b1]+b2=g(j)=;(6]T—1) b1:1—e —;e =1—cosT
= ) ;
. . 1, _. JT _ o—iT
bi(=4) +b2 = g(=d) = —= (e —1) by = % —sinT
J

B = (biA+bl)B = ((1—cosT) [ _01 (1)]+sinT[(1) (1)]) : [ (1) ] - [ 1;1(;(;T]

O modelo discreto correspondente é portanto:

cosT sinT ] [ 1—cosT ]
Xj uy,

X = ) .
k+1 [ —sinT cosT sinT'

(3.20)
Y = [ 1 0 ]Xk

E de se notar que, para todo periodo de amostragem 1" =Ty + 27k, k =0,1,2,---, 0
modelo discreto é o mesmo. Ou seja, diferentes sistemas amostrados podem ter a mesma
representacdo discreta, em razdo do fenomeno de mascaramento. B

As duas matrizes A e B podem ser determinadas calculando-se uma tnica funcdo
exponencial matricial de uma matriz de ordem maior. Da equacao 3.18:
A At dA(t) _ &
_ t B(t _
B(t) = / AdoB = dB(t) = A(t)B (3.22)
0

=



3.8. MODELOS DISCRETOS NO ESPACO DE ESTADOS 59

Se definirmos as matrizes:

entao, das equacgoes 3.21 e 3.22:

d[A Bl [A B] [A B dar A
%[0 |]_[o |]'[0 0] > g ThA = T)=e

Portanto, para se calcular A(T) e B(T'), basta que se calcule a matriz:
0(T) = AT (3.23)

As matrizes A e B também podem ser calculadas numericamente por truncagem de
uma, série infinita:

o g Ao gy — T AT?  A?T3 AL A=1+AT
— — e = _
/0 L T B=UB

3.8.1 O inverso da amostragem

Amostrar um sistema mapea um sistema, continuo, como na equacao 3.19, para um sistema
discreto, como em 3.20. Uma questao natural é saber se e como é possivel fazer o caminho
inverso, ou seja, obter o sistema continuo correspondente a um sistema discreto.

Da equacao 3.23, segue-se que

A Bl 1. A Bl 1
A‘[o 0]‘?111[0 |]_:FlnF

onde In(-) é a funcao logaritmo matricial. O sistema continua pode portanto ser determi-
nado tomando-se o o logaritmo da matriz [' = [é\ '?]

Como o fenémeno do mascaramento faz com que diferentes sistemas continuos possam
ter a mesma, representacao discreta ao serem amostrados, a operacao de “desamostragem”
ndo é inequivoca, pois existe também uma nfo-unicidade da fungdo logaritmo matricial,

como ilustra o exemplo 3.8-B.
Exemplo 3.8-B:
Para um periodo de amostragem 7' = 0.1s, o sistema da equacao 3.20 é dado por:
X1 — 0.995  0.0998 x 0.005 u
R —0.0998  0.995 | TF T 0.0998 | F
ye=1[1 0]xs

(3.24)

Determine o sistema continuo correspondente, verificando se o resultado obtido equivale
ao sistema, continuo original, indicado na equagao 3.19.
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A matriz ' é dada por:

A B 0.995 0.0998 0.005
F:[ ]— —0.0998 0.995 0.0998

0 0 1

cujos autovalores sdo:
At,2 = 0.995 £ 0.0998; A3=1

Usando o teorema de Cayley-Hamilton,
f(T) =In(T) = a1T? + aoT + asl

Tendo em vista que e/* = sinz + j cos z, todo nimero complexo a + jb pode ser escrito
como Me?, onde M = /a2 + b2 e § = tan~'(b/a) + 2rk. Portanto,

In(a + jb) = In(Me?’) = In(M) + In(e’%) = In(M) + 56

b
=In(va?+b%)+j [tan_l( >:|:27rk], k=0,1,2,---

a

£(A1) = 1n(0.995 + 0.0998;) = (0.1 + 27k;) a1} +agh +az = f(\1)
f(A2) =1n(0.995 — 0.0998;) = —5(0.1 + 27ky) = @13+ azdo + a3 = f(Ay)
f(\3) = In(1) = j27ks a1} + asds +as = f(A3)
Este sistema, tem infinitas solugoes. Fazendo-se k1 = k9 = k3 = 0:
a1 = —0.5008 0 01 0
ap=19983 = Inl=a[?+al +asl=|[-01 0 0.1
as = —1.4975 0 0 0
Com isso:

0 1
01(1)(1) A_[—10]
- =
0 0 T 0 0

0

o que corresponde exatamente ao sistema da equagao 3.19.
Se adotarmos valores de k1 = ko = 1 e k3 = 0, entretanto:

a1 = —31.9692 0 6.3832 0
ap = 1275573 = InT=aT%2+al +asl= |—6.3832 0  6.3832
as = —95.5881 0 0 0
Com isso:
0 63.832 0 A [ 0 63.832]
InT : ~ 1-63.832 0
A= B2l | 63832 0 63832 =
0 0 T 0
0 0 0 B —
63.832
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Este outro sistema continuo, que tem autovalores em A = £563.832, também é mode-
lado pelo sistema discreto da equacgao 3.24, se discretizado com T' = 0.1s. Uma, freqiiéncia
angular w = 63.832rad/s corresponde a uma freqiiéncia de oscilagdo de f = w/27 =
10.159Hz e a um periodo de t = 1/f = 0.098s. Para um tal sistema, um periodo de amos-
tragem de T = 0.1s é portanto claramente insuficiente, o que faz aparecer o fenémeno de
mascaramento e gera o fato que este sistema, apds amostragem, seja percebido de maneira
idéntica ao sistema da equacao 3.19. H

3.8.2 Equivaléncia com funcgoes de transferéncia

A fungao de transferéncia discreta G(z) de um sistema é a relagao entre as transformadas Z
dos sinais de entrada e de saida, com condicoes iniciais nulas. A aplicacdo da transformada
Z no modelo discreto da equacao 3.18 para xy = 0 leva a:

Xpp1 = Axp +Bu, = 2X(2) = AX(2) +BU(2) =

X(z) = (2l —A)'BU(2) = X(z)= ®(2)BU(z) onde ®(z) = (21 —A)~"
Y(2) = CX(2) +DU(2) = Y(2)=C[®(2)BU(z)] +DU(2) =
G(z) = 58 =C®(2)B+D=C(z2l —A)"'B+D (3.25)

Note-se a semelhanca entre as equacoes 3.25 e 2.37: a conversdao de modelos no espaco de
estados para funcoes de transferéncia é similar para os casos continuos e discretos.

Exemplo 3.8-C: Calculo de fungao de transferéncia discreta equivalente
Determine a funcdo de transferéncia discreta G(z) do sistema descrito pelo modelo:

_[o 1], [0
Xk+1 = -9 _3 k 0.5 Uk
Y = [ 1 0 ]Xk

Da equacao 3.25 tem-se:

‘P(z):([é 2]_[—02 —13D1:{; z_+13]_1:@[z—+23 i]
[1 0][z—+23 ngg]_ 052 +2

22+3z+2 T 2243242
Como esperado, o resultado é similar ao do exemplo 2.7-E. B

Para a conversao de funcgoes de transferéncia discretas para o espaco de estados, o
procedimento também é similar ao caso continuo. Em razado da representacao no espaco
de estados nao ser unica, existem infinitas possibilidades de conversao. Tradicionalmente
adota-se uma das formas canonicas (controlavel, observavel ou de Jordan), conforme ilus-
tra o exemplo 3.8-D a seguir.
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Exemplo 3.8-D: Célculo de modelos discretos equivalentes no espago de estados
Para o sistema, descrito pela funcdo de transferéncia discreta:

Glz) = 0.52% + 322 + 2.5z + 4
234422452+ 2

determine modelos discretos equivalentes no espaco de estados utilizando as formas cano-
nicas controlavel, observavel e de Jordan.
Fazendo-se a divisao de polinémios e a expansdo em fracoes parciais:

2 2
2“4+ 3 2+ 3 4 6 7
=054+———-————=0.5
23+ 422 452+ 2 + +

Gle) =05+ G+ 120 +2) CESIEIFES RS

Os modelos discretos equivalentes no espago de estado sao:

( [0 1 0 0

X = 0 0 1 |xx+ |0 |u
Forma controldvel (eq. 2.40): < FH _92 _5 4 * 1 *

(k=13 0 1]xp+[05 ]

0
0 0 -2 3
Xpr1= |1 0 =5 [x+ |0 |u
Forma observivel (eq. 2.41): < b 0 g g
0

|01 —4 1
lvk=1[0 1]x,+[ 05 ]u
( [ -1 1 0 0
— 0o -1 o0 1
Forma de Jordan (eq. 2.43): < Xk+1 0 0 9 X + X U
(ye=[4 =6 7 ]xx+[05]u

Como esperado, o resultado é similar ao do exemplo 2.7-G. W

3.9 Relacgao entre pélos e zeros continuos e discretos
Considere um sistema continuo de n-ésima ordem descrito pelo modelo:

x = Ax + Bu
y = Cx + Du

Os pélos deste sistema, (ou seja, as raizes do denominador de sua func¢ao de transferéncia)
sdo os autovalores de A, que indicaremos por A;(A), i = 1,2,--- ,n. A amostragem com
um segurador de ordem zero deste sistema leva ao modelo discreto:

Xpt1 = Axg + Buy
yr = Cxi + Duy
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Os polos do modelo discreto sdo os autovalores de A, que indicaremos por );(A). Como
A = AT conclui-se das propriedades das fungdes matriciais (veja o apéndice B) que:

Ai(A) = AT = p = ereT (3.26)

onde p, e ps sao os valores dos pdlos nos planos z e s, respectivamente. Por exemplo, o
semiplano esquerdo do plano s é mapeado no circulo de raio unitario no plano z, conforme
indica a figura 3.17. Este mapeamento nao € bijetivo, pois varios pontos no plano s sao
mapeados no mesmo ponto no plano z. Isto é uma justificativa teérica do fenémeno do
mascaramento, ilustrado na figura 3.16. Para pélos continuos com parte imaginaria entre
+7/T e —m /T, hd uma correspondéncia inequivoca entre p6los continuos e discretos.

=

Plano s Plano z

Figura 3.17: Mapeamento do semiplano esquerdo do plano s para o plano 2

Ao contrario do que acontece com os pélos, ndo existe uma férmula simples para
o mapeamento dos zeros. Uma funcido de transferéncia continua normalmente tem um
numero de zeros inferior ao nimero de pdlos, sendo o excesso de pdélos d definido como
sendo a diferenga entre o nimero de pélos (n) e de zeros. Um sistema discreto tem, via
de regra, n — 1 zeros, o que permite deduzir que, quando d > 1, geralmente o processo de
amostragem cria zeros adicionais.

Para periodos de amostragem pequenos, um sistema continuo com zeros em s; gerara
um sistema discreto com zeros z; aproximadamente em

2z ~ %l

Os d — 1 zeros adicionais tenderao para as raizes dos polinomios Z; da tabela 3.2.

d Zq Z€eros

1 1 —

2 z+1 -1

3 22 4+4z+1 -0.268, -3.732

4 2+ 1122+ 11z + 1 -0.101, -1, -9.899

5 2% +262% +66224+262+1 -0.043, -0.431, -2.322, -23.204

Tabela 3.2: Zeros adicionais introduzidos para pequenos periodos de amostragem
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Exercicios

. Para o sinal Y(z) dado por

z
Y(z) = 22— 3242

1. Sem calcular a transformada inversa, ou seja, sem calcular explicitamente uma ex-
pressao analitica para ¥, determine os valores numéricos y; para k = 0,1,2,3,4
(Sugestao: use divisao infinita de polindmios e a defini¢ao da transformada Z).

2. Calcule yy, através da transformada inversa e compare os valores numéricos calculados
com os obtidos no item anterior.

. Determine os pélos e zeros (com suas multiplicidades) do sistema:

Yk — 0-5Yk—1 + Yp—2 = 2u—10 + Uk—11

. Use a transformada Z para determinar a seqiiéncia de saida da equacdo de diferencas:
Ye+2 — 1.9Yk+1 + 0.5y = ug41

quando u; é um degrau unitario a partirde k =0,y =05ey 1 = 1.

. Seja um sistema com fungao de transferéncia discreta:

Y(z)  0.030z +0.026
G = =
(%) = T2) = 2= 1.652 1 0.68

Determine a saida vy do sistema para uma seqiiéncia de entrada uj degrau unitario.

. Um agricultor possuia uma terra improdutiva e resolveu cultiva-la. No ano de 2000, iniciou
o cultivo plantando 100 sacas de graos. A sua fazenda tem uma produtividade tal que
as sementes produzem uma safra igual a 40 vezes a quantidade de graos plantados, no
primeiro ano apés o plantio, e de 60 vezes, no segundo ano. Apds a segunda safra as
plantas morrem. A partir de 2001, quando colheu a primeira safra, o agricultor decidiu
replantar a cada ano 1% da safra total.

1. Calcule as safras de 2001 (yo) e 2002 (y1).
2. Obtenha uma recursdo (uma equagao de diferencas) vélida para qualquer k > 0 que
permita calcular a safra de dois anos a frente (yi42) conhecendo a safra do ano (yx)
e a do ano seguinte (yx41)-
3. Calcule a funcdo analitica yx = f(k) que permite calcular a safra para qualquer ano
através do seguinte procedimento:
e Aplique a transformada Z & equacao de diferencas do item 2, levando em conta
as condigoes iniciais do item 1, e calcule Y (z).
e Aplique a antitransformada Z a Y (z) e calcule y
4. Com o passar dos anos, a safra cresce indefinidamente, se estabiliza ou tende a zero?
Caso estabilize, em qual valor?
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. Usando um segurador de ordem zero e T' = 1, amostre o sistema:

1
)= 2T 26T 3)

. Determine as equagodes de diferencas correspondentes aos seguintes sistemas continuos
quando a amostragem é feita com segurador de ordem zero e periodo de amostragem 7'

d%y dy du

1. —+3=+2y=—+43
a2 O T T g T
d3y

. Assume-se que as equacoes de diferencas a seguir descrevem sistemas continuos que foram
amostrados com um segurador de ordem zero e periodo de amostragem 7'. Determine os
possiveis sistemas continuos correspondentes.

1. yg —0.5yg—1 = bug—1

2. yp+0.5yr_1 = 6ug_1

. Quais dos seguintes sistemas discretos podem ser obtidos pela amostragem sem mascara-
mento de um sistema continuo causal usando um segurador de ordem zero?

1 1
].. = 2. =
Gile) = 53 G2(2) = o3
z—1 222 —0.72— 0.8
0= G rospe Lol =T o)

. Determine a func¢io de transferéncia discreta G(z) do sistema:

0.5 —-0.2 2
Xg+1 = 0 0 X + 1 uy

ye=[1 0]x

. Determine o modelo discreto no espaco de estados correspondente ao sistema continuo
a seguir, supondo que a amostragem ¢ feita usando um segurador de ordem zero e um

periodo de amostragem 0.1:
.12 1 n 1
S I T R I B e

y:[l O]x

. Assume-se que o modelo discreto a seguir descreve um sistema continuo que foi amostrado
com um segurador de ordem zero e periodo de amostragem 0.1. Determine o modelo
continuo no espaco de estados correspondente.

[ -0s -1 ], T05
ML= g 03 [T | o7 |

ye=[1 1]x
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. Um procedimento de identificagdo demonstrou que um sistema amostrado por um segu-
rador de ordem zero com periodo de amostragem T'=0.1s é descrito pela seguinte funcao

de transferéncia discretas:
_0.00484z + 0.00468

@) = Dz —0905)

Através de um processo inverso a amostragem, indique duas funcoées de transferéncia
continua distintas, G (s) e Ga(s), que poderiam corresponder a este mesmo sistema amos-
trado. G1(s) deve corresponder & func¢ao de transferéncia do sistema caso se tenha garan-
tias que o periodo de amostragem escolhido é suficiente pequeno para que nao ocorra o
fenémeno do mascaramento.

. Muitos sistemas fisicos podem ser descritos pela equacao de estados:

[ )

onde a, b, ¢ e d sdo ndo-negativos. Deduza o modelo no espago de estados para o sistema
amostrado com um segurador de ordem zero (Sugestdo: mostre primeiro que os pélos do
sistema sdo reais).



Capitulo 4

Simulacao de sistemas

4.1 Introducao

Uma vez que se dispdoe de um modelo de um sistema, o interesse maior da engenharia
de controle é poder analisa-lo para deduzir as caracteristicas da planta e eventualmente
adequd-las as especificagoes do projeto. Uma abordagem possivel para esta andlise se
baseia no uso da teoria de controle para deduzir as caracteristicas a partir do estudo do
modelo: estes procedimentos serao detalhados nos capitulos 7 e 8.

A andlise matemadtica, entretanto, ndo pode ser utilizada em todas as situagoes, seja
porque o modelo é complexo (por exemplo, ndo-linear), seja porque a planta em andlise
precisa ser realmente interconectada com outros médulos para exibir seu comportamento
efetivo. Para estes casos, existem as abordagens de simulagao:

Simulagao numeérica: de posse de um modelo matematico do sistema, simula-se o seu
comportamento em um computador digital, como se detalha na secao 4.2. A secio
4.3 apresenta alguns aplicativos bastante utilizados em engenharia de controle para
andlise e simulacdo de sistemas.

Simulagao analdgica: quando a simulacido de uma planta precisa ser interconectada com
sistemas reais, pode-se construir um sistema que é representado pelo mesmo modelo
que a planta original e utilizd-lo durante as fases de teste, ao invés da planta real.
A ferramenta ideal para a construcao destes equivalentes, pelo menos para modelos
lineares, é a computacao analdgica, apresentada na secao 4.4.

4.2 Simulacao numérica

O procedimento para simular numericamente um sistema depende do tipo de modelo que
o representa. Para os modelos discretos, nao hd nenhuma dificuldade em simuld-los em
um computador digital. Quanto aos sistemas continuos, o modelo mais adequado para
simulacao é a representacdo no espaco de estados.

A resposta de um sistema representado por uma equacao de estado continua pode ser
obtida utilizando-se uma aproximacdo de tempo discreto. Adota-se um incremento de
tempo At = T e calcula-se os valores aproximados das varidveis de estado nos sucessivos
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intervalos de tempo t = 0,7,27,3T,---. Se o incremento de tempo 7' for suficientemente
pequeno comparado com as caracteristicas temporais do sistema, a resposta aproximada
calculada por métodos de tempo discreto serd suficientemente préxima da resposta exata.
Para o caso geral, onde os sistemas sao modelados pela equacao 2.31, a equagao de

estado é dada por:
x = f(x, u,1) (4.1)

A definicdo bésica de derivada é:

w) = 1im XD =x()

4.2
At—0 At (4.2)

Logo, pode-se utilizar esta definicdo de derivada da equacgdo 4.2 e determinar o valor de
x(t) quando ¢ é dividido em pequenos intervalos At = T'. Aproximando-se a derivada por:

_x(t+1) —x(1)

x(t) ~ T (4.3)
e substituindo-se a equagao 4.3 na equagao 4.1, chega-se a:
T —
XUAD) =x() gy u) ] =  x(t+T)~x(t) + Tex(),ut),  (4.4)

T

A equacgao 4.4 permite calcular o estado do sistema no instante ¢ + T a partir do estado
e dos sinais de entrada no instante ¢. Aplicando-se esta equacdo de forma recorrente,
consegue-se calcular o estado do sistema para qualquer instante de tempo multiplo de T'.

Para sistemas lineares e invariantes no tempo regidos pelo modelo da equagao 2.32, a
equacao de estado assume a forma:

x = Ax + Bu (4.5)
o que faz com que a equacao 4.4 possa ser escrita como:
x(t+T) ~ (TA+ 1)x(t) + TBu(t) (4.6)

Como o tempo t pode ser escrito como ¢t = kT, k =0,1,2,3,---, a equacao 4.6 pode ser
escrita como uma equacgao de recorréncia:

Xp41 (TA + |)Xk +TBu, =
X1 Axy + Iéuk, onde A=TA+I| ¢ B=TB (4.7)

A operagio de recorréncia da equacao 4.7, baseada no método de Fuler da equagao 4.3,
é uma férmula de cdlculo sequencial bastante adequada para ser empregada em computa-
dores digitais. Outros métodos de integracido, como os populares métodos de Runge-Kutta,
podem ser utilizados em substituicdo & equacao 4.3 para se calcular a resposta temporal
da equacao 4.1 ou da equagao 4.5.

Uma vez que se dispoe do estado do sistema nos instantes ¢ = k7', a saida do sistema
nesses mesmos instantes de tempo pode ser facilmente obtida, utilizando-se a equacgao de
saida que integra os modelos dados pelas equagoes 2.31 ou 2.32:

y(t) = g[x(t),u(t),t] ou, para sistemas lineares, y(t) = Cx(t) + Du(t)



4.2. SIMULACAO NUMERICA 69

Exemplo 4.2-A: Simulacgao de sistema nao-linear

O circuito retificador de meia onda da figura 4.1 contém um elemento néo-linear (um
diodo) que dificulta a sua andlise pelas técnicas convencionais. Modele o sistema no
espaco de estados e simule numericamente a saida v, do sistema, supondo R; = 0.15€2,
C1 = 100uF, Ry = 99, Cy = 10.000uF e v; = 9v/2sin(1207t).

Ry, Ry

Vi

Figura 4.1: Circuito retificador de meia onda a ser simulado no exemplo 4.2-A

Adotaremos as tensoes v1 e vy (as tensoes nos capacitores) como varidveis de estado.
As equacoes de estado podem ser derivadas das leis de Kirchhoff:

((v; = Ryij + v1
v1 = (R1 + Rg)iq + vo ( U =— Ry + 28, v+ ! (%)
o — B R1C1(Rq+ Ry) C1(Rq + Ry)
2= 2t Ri+R
. 1
1qg =12 + 1o o — 1 o Rd+R1+R2U
11 =Citn [ 2 - Cy(Ryg+ Ry) ! RyC2(Rg + Ry) ?
L 79 = Coty

A resisténcia Ry do diodo é nula se o diodo estd conduzindo (ou seja, se v; > v2) ou é
infinita se o diodo estd cortado (ou seja, se v; < vz). Com isso:

. 2 1 1 . 1 1

v = RICI’Ul-I-RlCl’UQ-f-RlCl’U, o v = — Rlcl’l)l—f-RlCl’Uz

Vg = ! U—R1+R2v (se v1 > v9) Vg = — ! v (se v1 < vg)
2 S Gt T RiRyCy 1202 2 Rl 2 1 < w2

A figura 4.2 apresenta trechos de um programa em C que simula numericamente este
modelo. As varidveis x[0] e x[1] correspondem, respectivamente, a v1 e vo. Os sinais de
entrada v; e de saida v, sao representados pelas varidveis correspondentes u e y. O vetor
dx contém o valor retornado pela funcao f, que representa o modelo propriamente dito do
sistema e que corresponde a fun¢ao f[x(t),u(t),t] da equacao 4.4.

O resultado da simulagdo numérica esta indicado no grafico da figura 4.3. Foi utilizado
um passo de simulacdo de T = 1 x 1078 segundos, sendo plotado um ponto a cada 200
pontos calculados. O comportamento do sinal de saida simulado corresponde aquilo que se
espera de um retificador: quando o sinal de entrada é inferior & tensao gerada pela carga
acumulada no capacitor Cs, o diodo abre e o resistor de carga Ro passa a ser suprido em
energia pelo capacitor (s, e ndo pela fonte de entrada v;. A forma de onde em “dente de
serra” é tao mais acentuada quando menor for o produto RoC5.



70 CAPITULO 4. SIMULACAO DE SISTEMAS

\'/(')'id f(double x[], double u, double dx[]) {
if (x[0] >= x[1]) {
dx[0] = (—=2*x[0] + x[1] + u)/(R1xCl);
dx[1] = (x[0] — ((R14R2)/R2)xx[1])/(R1xC2);

}
else {
dx[0] = (—=x[0] + u)/(R1xC1);
dx[1] = —x[1]/(R2xC2);
}

}

int main(void) {

// Condigbes iniciais

for (i=0; i<2; i++4) x[1]=0.0;

// Simulagao

do {
u=9xsqrt (2)*sin (120« M_PIxt );
y=x[1];
// Imprime t,y

for (i=0; i<2; i++4) x[i] += Txdx[i];
t +=T,;
}
while (t <= tfinal);

}

Figura 4.2: Trechos do programa de simulagao do exemplo 4.2-A

12 T T

Figura 4.3: Saida do circuito da figura 4.1
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4.3 Aplicativos de simulacao e analise

Existem indmeros aplicativos que sdo utilizados para simulacao e andlise de sistemas.
Os mais populares sdo as ferramentas de manipulagdo matricial que conciliam rotinas
numéricas com poderosas capacidades de interfaceamento grafico. Os mais conhecidos
sdo o Matlab, da MathWorks (http://www.mathworks.com/), e o Scilab, desenvolvido
pelo INRIA (http://www.scilab.org/). Este dltimo serd adotado como exemplo por ser
gratuito e poder ser copiado livremente.

Os dados basicos do Scilab sdo matrizes, para as quais estao definidas as operagoes
elementares. Uma operacao de definicdo das matrizes A e B e atribuicao a C do produto da
transposta de A pela inversa de B seria codifificada em Scilab pelos seguintes comandos:

A |} 2 --> A= [12; 34];
3 4 -->B=1[11; 1 -1];
--> C = A’*inv(B)
B:[l 1] = c -
1 -1 !o2. -1,
C=ATB! T S

As letras maiusculas e mintusculas sdo diferenciadas nos nomes das varidveis (A # a,
B # b, etc.). Cada comando executado exibe o resultado da sua execugdo. Para suprimir
este comportamento, o comando deve ser seguido de um “;” (ponto-e-virgula), como foi
o caso dos dois primeiros comandos acima.

Outro tipo de dado é o polinémio. Um polinémio é criado a partir de um vetor com
seus coeficientes ou com suas raizes, utilizando a funcao poly. As raizes de um polinémio
podem ser calculadas pela fungao roots:

-->N = poly([4 3 1],"s","coeff")
N = 2
4 + 3s + s
-->D = poly([-1 -2 -3],"s","roots")

N(s)=s*+3s+4 N D Z 0 62 3
+ s + 06s + s
D(s) = (s +1)(s +2)(s +3) -->roots (D)
ans =
r -1
r-2.1
' -3.!

Um sistema linear pode ser construido a partir do seu modelo no espago de estados ou
de sua funcao de transferéncia, utilizando a fun¢ao syslin. Um primeiro pardmetro pode
assumir os valores ’c’ ou ’d’, caso o sistema seja continuo ou discreto, respectivamente.
Por exemplo, a partir dos polindmios N(s) e D(s) anteriores, pode-se definir:

-->p = syslin(’c’,N,D)
P = 2
N(s) 4 +3s + s

6 + 11s + 6s + s
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Uma vez que se tenha definido o sistema, sua resposta para uma entrada determinada
pode ser simulada através da funcao csim. Esta funcio requer ao menos trés parametros:

e 0 sinal de entrada, que pode ser um vetor de valores, uma funcao ou simplesmente
"step", para uma entrada degrau unitirio;

e um vetor contendo os instantes de simulacao; este vetor pode ser construido usando
anotagao t = tin;: At:tsin;

e 0 sistema a ser simulado.

A funcio csim retorna um vetor da mesma dimensao do vetor t, contendo o valor do sinal
de saida para cada instante de tempo. Para simular o sistema definido anteriormente de
0 a 5 segundos com um passo de simulacdo de 0.05s e com uma entrada degrau unitario:

u(t) =1
Y (s) = G(s)U(s) e

|

1
\4
ot

|

= 0:0.05:5;
csim("step",t,p);

Os valores numéricos do sinal de saida podem ser manipulados numericamente no vetor
y. Podem também ser plotados em um grafico y x ¢t usando a funcao plot2d(t,y). O
resultado desta operacao estd indicado no grafico da figura 4.4.

0.7

0.6

05 7

04 7

03 7

0.2 7

0.1 7

Figura 4.4: Resultado da simulacdo de um sistema utilizando Scilab
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O Scilab possui uma infinidade de outras funcées. Para matrizes, pode calcular au-
tovalores (spec), traco (trace), determinante (det), exponencial (exp), etc. Com po-
linémios, pode fazer algumas operagdes simbdlicas (addf, mulf, rdivf e derivat) e eva-
luar (horner). Para sistemas de controle, pode discretizar (dscr), converter de funcgio
de transferéncia para o espago de estados (tf2ss, cont_frm) e vice-versa (ss2tf), além
de intimeras outras funcionalidades. A lista completa de fungoes pode ser consultada na
ajuda em linha do préprio Scilab ou em um tutorial sobre o aplicativo [MPO01].

4.4 Simulacao analdgica

A simulagao analdgica se baseia essencialmente em equipamentos eletronicos, que formam a
chamada computacao analdgica. Muitos desses sistemas sao construidos a partir de blocos
amplificadores baseados em amplificadores operacionais. Nesta breve introducao sobre
o assunto recapitularemos os conceitos essencias dos amplificadores operacionais ideais e
veremos como eles podem ser utilizados na simulagao de sistemas analdgicos lineares.

4.4.1 Amplificadores operacionais ideais

O amplificador operacional, ou simplesmente operacional, é um amplificador de alto ga-
nho, ao qual geralmente é acrescentada realimentacdo para controlar sua caracteristica de
resposta. E utilizado para executar uma grande variedade de fungoes lineares (e também
algumas operagdes nio-lineares). O amplificador operacional integrado obteve grande
aceitacao pois, além da versatilidade, oferece todas as vantagens dos circuitos integrados
monoliticos: tamanho pequeno, alta confiabilidade, custo reduzido, temperatura equali-
zada e pequenas tensao e corrente de deslocamento (off-set).

A figura 4.5 mostra o diagrama esquemdtico de um operacional e seu circuito equi-
valente. Um nimero muito grande de amplificadores operacionais apresenta entradas
diferenciais, com tensoes v1 e vo aplicadas, respectivamente, aos terminais inversor e nao-
inversor. Quase todos os operacionais apresentam apenas um terminal de saida.

Entrada
inversora R,
Vo o—5—F :+ Ié
vi v, = Kv; |j‘> v; R; e Ry
Vi o—— Ry o
Entrada

ndo—inversora =

Figura 4.5: Amplificador operacional basico e seu circuito equivalente

O amplificador operacional ideal apresenta as seguintes caracteristicas:

e Resisténcia de entrada infinita (R; — 00)
¢ Resisténcia de saida nula (R, — 0)
e Ganho de tensdo infinito (K — 00)
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e Balango perfeito (v, = 0 quando v; = v9)
e Largura de banda infinita (se v; = sinwt, v, = K sinwt mesmo quanto w — 00).

Nenhuma destas hipéteses é plenamente satisfeita pelos amplificadores operacionais reais,
mas podem ser consideradas satisfatoriamente atendidas dentro da faixa de operacdo do
dispositivo para a maioria dos efeitos praticos.

4.4.2 Operacgoes basicas

A figura 4.6 mostra a forma mais usual de utilizagao de amplificadores operacionais, com
impedancias de realimentacao (Z; e Z3) e a entrada nao-inversora aterrada. Nesta confi-
guracgdo, assumindo que R; — oo, a corrente I(s) que atravessa Z; também atravessa Zs,
como indicado na figura 4.6. Além disso, dado que Vj,(s) é finito e assumindo que K — oc:

Vo

V,=-KV] = ViI:_E = V/=0
Z
2 1)
+° ¥
Vi(s) 1I(s) Vi(s) — 4
1 I iy
1 1 I

Figura 4.6: Amplificador operacional com realimentacdo de tensao

A operagdo do circuito pode agora ser descrita nos seguintes termos: na entrada do
amplificador existe um terra wvirtual. O termo “virtual” é utilizado para indicar que,
embora a realimentacao da saida para a entrada por meio de Zs sirva para manter a tensao
v; nula, realmente nio existe corrente fluindo neste “curto-circuito” entre as entradas
inversora e nao-inversora do operacional. Com isso:

Vi
Vi=ZI+V] = Vi=zZ1 = I=-_
Z Vo Z
! K,=—2= 4.8
Vi=20+V, = Vo=-Z1 = I=-- ’
2

A configuracao da figura 4.6 tem um ganho de tensao K, que depende das impedancias
Z1 e Zs. Modificando-se o tipo e o valor dos componentes que constituem estas im-
pedancias, consegue-se implementar as operacoes basicas da simulagdo analdgica.

Inversor

Se Z1 = Zy na equagao 4.8, entao K, = —1. Deste modo, esse circuito atua como um
inversor de sinal. Se dois desses amplificadores forem conectados em cascata, a saida do
segundo estagio serd igual & entrada do primeiro.
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Amplificador

Se a relagdo Zy/Z; é igual a uma constante real ¢, entdo K, = —c e o sinal de entrada é
multiplicado pelo fator de escala —c'. Geralmente, neste caso de multiplicacio por uma
constante, Z; e Zs sao selecionados como resistores de precisao.

Somador

O esquema da figura 4.7 pode ser usado para obter na saida uma combinagao linear dos
sinais aplicados na entrada. Visto que existe um ponto de terra virtual na entrada do
operacional, temos:

Z_v_1+v_2+ + -+ = wv,=-Ri=- iIv —I—EI'U%- +£I’U
R, ' R R, o T \R "R R, "
RI
Ry T
V1o —
R 7 S B )8

V2 00— AAN— f+

Ry
Un o——AAN—

Figura 4.7: Somador baseado em amplificador operacional

O sinal de saida v, é uma soma ponderada dos sinais de entrada v;, i = 1,2,---. Se
Ry =Ry =---= R, = R, entao:
!

vo:—E(v1+v2+---+vn)

e a saida é proporcional & soma das entradas.

Integrador

Se, no esquema, da figura 4.6, fizermos Z; ser um resistor de valor R e Z ser um capacitor
de valor C, chegaremos & primeira configuracao da figura 4.8, onde:

Y

1= —=

R

= R =
1 1
IUO:_E/Zdt = ’UOZ—% ’Uzdt

'Se ¢ > 1, tem-se um amplificador propriamente dito; se ¢ < 1, trata-se de um atenuador; finalmente,
se ¢ = 1, recai-se no caso do inversor.
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Portanto, o sinal de saida v, é a integral do sinal de entrada v;, multiplicada por um fator
de escala —1/RC. Este mesmo resultado poderia ser obtido tomando-se as impedancias
do resistor e do capacitor e substituindo-se na equacio 4.8, o que faz aparecer a funcao de
transferéncia do integrador (1/s):

Zs =, 1 1
o=z TR T TRe

Diferenciador

Se fizermos Z; ser um capacitor de valor C e Zs ser um resistor de valor R, como mostra
o segundo esquema da figura 4.8, uma abordagem similar leva a:

d.
vo:—RCﬁ = V,=-RC-sV

Portanto, o sinal de saida v, é a derivada do sinal de entrada v;, multiplicada por um fator
de escala —RC.

C
R T ¢ i
Vi o Vi o

I
— — 1|

i S B 8 i S B 8

4 4
flntegrador fDiferenciador

Figura 4.8: Integrador e diferenciador analégicos

4.4.3 Computagao analégica

Um computador analdgico consiste de uma série de blocos inversores, somadores e integra-
dores que podem ser interligados de modo a construir a fun¢io de transferéncia desejada.
Diferenciadores nao sao utilizados em razao de sua caracteristica de alto ganho para sinais
de alta freqiiéncia, o que os leva a amplificar ruidos. Os blocos bésicos sdo representados
pelos simbolos da figura 4.9. E importante lembrar que todos os blocos, em razao de serem
baseados nos circuitos com operacionais da se¢do 4.4.2, geram um sinal de saida invertido.

—G1

— Gn
Inversor Somador Integrador

Figura 4.9: Simbolos dos blocos basicos de um computador analégico
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Exemplo 4.4-A: Simulacao de equagao diferencial
Construa, via computacao analégica, um circuito que simula a equagao diferencial a
seguir e permite gerar o sinal de saida v(¢) como uma tensédo elétrica:

U+ k1o + kov =u

Comecemos assumindo que a tensao ¥ estd disponivel. Entdo, por meio de um inte-
grador (a) de ganho 1, uma tensdo igual a —v é obtida. Um segundo integrador (b) de
ganho 1 fornece uma tensao igual a v, conforme o primeiro diagrama da figura 4.10.

()

Figura 4.10: Diagrama da simulacao analégica do exemplo 4.4-A

Da equagao diferencial, sabe-se que ¥ = —k19 — kov + u. Basta entao que este si-
nal seja gerado e que ele passe a ser a entrada do integrador (a). O diagrama final da
simulacao analégica também estd indicado na figura 4.10. Nota-se a necessidade de um
bloco adicional para inverter o sinal de v.

Tomando-se como base o esquema da figura 4.6, para o inversor (c) devem ser escolhidos
dois resistores iguais de tal forma que Z; = Zy = R. Para o integrador (b), deve-se adotar
o primeiro esquema, da figura 4.8, escolhendo-se valores para o resistor e o capacitor tais
que o ganho G = 1/RC seja unitario. Finalmente, para o integrador (a) serd adotada a
construgao da figura 4.11, que concilia em um mesmo dispositivo as caracteristicas de um
integrador e de um somador. Os valores dos componentes devem ser tais que:

1 1 1
RyC

1 ko k1

RsC RiC ~

Figura 4.11: Somador e integrador analégicos em um mesmo dispositivo

Valores tipicos para estes resistores sdo da ordem de k2. Os capacitores geralmente
sao eletroliticos, para se conseguir os ganhos desejados. B
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Exercicios

. Para o circuito retificador do exemplo 4.2-A, determine por simulagao o valor minimo de
Ry para que a tensdo de saida ndo apresente oscilacbes de amplitude superior a 2% do
seu valor maximo. Com base neste resultado, e supondo que o circuito vai ser utilizado
em uma fonte CC de 10V com variagao de tensdo méxima admissivel de 2% para mais
ou para menos, calcule a corrente maxima e a poténcia maxima da fonte (lembre-se que
P =uvxi).

. No capitulo 2, o exemplo 2.3-C se baseia no modelo da equagao 2.13, ou seja,
§j+ 3y +25y° = f

A figura 2.7 apresenta a comparac¢do entre o sinal de saida previsto utilizando o modelo
nao-linear e a sua aproximacido baseada no modelo linearizada. Os dados referentes ao
comportamento do modelo no-linear foram obtidos por simulagao, enquanto que as carac-
teristicas do modelo linearizado sdo baseadas na resposta calculada do sistema, indicada
na equacao 2.20.

Nota-se, por exemplo, que o valor maximo do sinal de saida calculado pelo modelo line-
arizado é maior que o previsto pelo modelo nao-linear. Comprove este resultado, através
das seguintes etapas:

1. Utilizando os procedimentos mostrados na se¢ao 4.2, simule numericamente o modelo
nao-linear pelo menos até o instante de tempo onde ocorre o valor maximo do sinal
de saida.

2. Através da andlise da equacgao 2.20, calcule o valor maximo do sinal de saida previsto
pelo modelo linearizado.

3. Determine a diferenca percentual entre estes dois resultados.

. Utilize o Scilab para refazer os seguintes exercicios:

e do capitulo 2: O e Q
e docapitulo3: F, G, H, I, J, K, LeM

. Faga o diagrama de simulagdo analégica para o sistema descrito pela funcio de trans-
feréncia a seguir. Dé valores realisticos aos resistores e capacitores necessarios para a
implementacao da simulacao.

4

Gls) = 34552 +3s+4

. Faca o diagrama de simulacdo analégica para o sistema descrito pela funcdo de trans-
feréncia a seguir (sugestdo: parta de uma representacdo em varidveis de estado do sis-
tema).

s+4

Gls) = 733574
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F. Com base no diagrama de computacao analdgica a seguir:

2
25

1. determine um modelo no espago de estados relacionando o sinal de entrada wu(t)
e o sinal de saida y(t) (sugestdo: utilize como varidveis de estado as saidas dos
integradores);

2. simule e plote via Scilab o sinal de saida y(t) nos primeiros 5s para condigoes iniciais
nulas quando:

u(t) =

1 parat>0
0 parat<O0

3. tendo em vista o resultado do item anterior e o fato de o sistema linear obedecer ao
principio da superposicdo, esboce (sem calcular ou fazer simulagio) o sinal de saida

esperado quando o sinal de entrada tiver a forma de onda a seguir:
\
1

5 10 15 20 25 s

4. comprove a afirmagao do item anterior por simulagao.
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CAPITULO 4. SIMULACAO DE SISTEMAS



Capitulo 5

Modelagem de sistemas dinamicos

5.1 Introducao

Neste capitulo serao mostrados exemplos de modelagem de alguns tipos de sistemas fisicos
mais usuais em Engenharia de Controle: sistemas elétricos, mecanicos, eletromecénicos,
fluidicos e térmicos.

A metodologia adotada serd baseada nas equivaléncias existentes entre sistemas. Os
sistemas elétricos serdo adotados como base, tendo em vista a maior familiaridade com
este tipo de sistema.

5.2 Sistemas elétricos

A modelagem de sistemas elétricos baseia-se nos elementos ideais da tabela 2.2 (indutores,
capacitores e resistores) e nas leis de Kirchhoff para correntes e tensées. Além dos proce-
dimentos normalmente empregados em Teoria dos Circuitos para resolu¢ao de problemas,
estes sistemas podem ser modelados com o auxilio de diagramas de blocos e grafos de fluxo
de sinal, conforme o exemplo 5.2-A a seguir.

Exemplo 5.2-A: Modelagem de circuito elétrico por diagrama de blocos

Dado o circuito elétrico da figura 5.1, obtenha o diagrama de blocos equivalente ao
sistema, representando cada um dos componentes por um bloco elementar. Calcule em
seguida a funcao de transferéncia, utilizando a férmula de Mason.

Figura 5.1: Circuito elétrico a modelar por diagrama de blocos no exemplo 5.2-A
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Cada elemento do circuito é descrito pelo bloco correspondente a sua equacao carac-
teristica. A escolha de qual varidvel (corrente ou tensdo) serd a varidvel de entrada e qual
serd, a varidvel de saida é feita de forma a facilitar a interconexao dos blocos, conforme
indicado na tabela 5.1. O diagrama de blocos final estd indicado na figura 5.2.

Elemento Equacgao Diagrama de bloco
1
. . . V; . B 11
Resistor Ry | v; — v, = Rii1 = 11 = (R%) (v; — ve) _ 1
Ve
7:1 7:c
N6 11 = e + 12 = ie =11 — 19 -
12
Capacitor C ic=C% = wv.=¢ [icdt ic = gz = Ve
1
. ve (O = iy
d; . 1 ¢ Ls
Indutor L | ve—w, =L = io = [(ve—vo)dt p
Vo
Resistor Ry v, = Raio 12 Vo

Figura 5.2: Diagrama de blocos equivalente ao circuito da figura 5.1

O grafo de fluxo de sinal correspondente ao diagrama de blocos da figura 5.2 é simples
e pode ser visualizado diretamente a partir do diagrama de blocos, sem necessidade de ser
desenhado explicitamente.

H4 um tnico caminho direto entre v; e v, , cujo ganho é:

1 1 1 R,
G = — — . . Ry———2~2
"" R Cs Ls "? RLCs?
Ha trés lagos, cujos ganhos sao:
1 1 1 1 1 1 1 Ry
L:——-—:— L:——-—:—— L:——- = ——
! R, Cs RiCs 2 Cs Ls LCs? 3 Ls Ry Ls

Os lagos 1 e 3 nao se tocam. Com isso, o determinante do grafo é dado por:

R1LCs% + (L + R1RyC)s + (Ry + Ry)
RlLCSQ

A=1—(Li+ Ly+ L3)+ (L1L3) =
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Como o caminho direto toca todos os trés lacos, A; = 1. Logo:

o GlAl - R2
A RILCs?2+ (L + RiRyC)s+ (R1 + Ry)

G

O sistema da figura 5.1 é portanto representado por uma func¢do de transferéncia de
segunda ordem. H

Além dos componentes bdsicos (resistor, capacitor e indutor), existem muitos outros
componentes em sistemas elétricos. Para efeito de comparacdo com outros tipos de sistema,
destacaremos dois outros componentes: o transformador elétrico e o diodo.

5.2.1 Transformador elétrico

Um exemplo simples de um circuito magnético é mostrado na figura 5.3, envolvendo um
nicleo e um enrolamento (ou bobina).

. [
— Linhas de
. + Innas
BOb'n?’ U1 ¢ o pi fluxo
N espiras 4 magnético

Figura 5.3: Dispositivo magnético elementar

O niicleo é composto de material magnético®, cuja permeabilidade é muito maior que
a do ar. O nucleo é de area transversal uniforme A e é excitado por uma bobina de N
espiras que conduz a corrente i. Essa bobina produz um campo magnético no nicleo,
que pode ser visualizado em termos de linhas de fluxo, as quais formam malhas fechadas
interligadas com a bobina.

Devido 4 alta permeabilidade do niicleo (2.000 ~ 8.000) em relagio & permeabilidade do
ar (47 x10~7), o fluxo magnético fica confinado quase inteiramente ao niicleo e a densidade
de fluxo é essencialmente uniforme através de uma secao transversal, visto que a drea da
secao transversal é uniforme. Assumindo também que a permeabilidade é constante (o
que s6 é aceitavel se a densidade de fluxo nao variar muito), o fluxo no nicleo é dado por:

uNA
l

¢ = i (5.1)

onde:

¢: fluxo magnético no nucleo (Wb);

p: permeabilidade do material do nicleo (H/m);
N: numero de espiras;

A: 4rea da seciio transversal do niicleo (m?);

10O niicleo é usualmente composto de ligas metdlicas a base de ferro.
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I: comprimento médio do nicleo (m);
iz corrente na bobina (A);

Quando um campo magnético varia no tempo, um campo elétrico é produzido no
espaco. Em estruturas magnéticas com bobinas, como a mostrada na figura 4.3, o campo
magnético variando no nicleo produz uma tensao induzida nos terminais da bobina, que
pode ser calculada pela Lei da Inducao de Faraday. O valor desta tensdo v é dado por

d¢

v=-N—, (5.2)

No transformador elétrico, duas bobinas com N; e Ny espiras, respectivamente, estao
enroladas sobre o mesmo niticleo, conforme o esquema da figura 5.4. O simbolo mais usual
para transformadores também é visto na figura 5.4.

il Z.Z
+_—= — + § %
U1 ;Nl Ny ) v2 Ny H N,

Figura 5.4: Circuito magnético e simbolo de um transformador elétrico ideal

Quando uma tensdo de entrada v; variando no tempo é injetada no lado primério, um
fluxo magnético ¢ é estabelecido no niicleo, de forma que a tensdo induzida no enrolamento
primario iguala a tensao de entrada, quando se assume que a resisténcia elétrica das espiras
é desprezivel (transformador ideal). Tem-se, pela equagio 5.2:

dé: dé

v = _NIE = —Nla (53)

O fluxo magnético no nicleo também passa pelo enrolamento secundério e produz uma
tensao induzida v9, dada por:

deo d¢
= _N,%2 _ _p, %0 4
v2 2"t 20t (5-4)

Supondo que % # 0, o que pressupde que as tensdes nao sao constantes, a divisao das

equacoes 5.3 e 5.4 leva a:
U1 N1 N2
N, = (22), (5.5)
v N

Assim, um transformador ideal muda as tensoes na razio direta da relacdo entre o ntimero
de espiras em suas bobinas, desde que estas tensées nao sejam constantes.

Um procedimento andlogo pode ser feito a partir da equagdo 5.1 para se determinar a
relacao entre as correntes i1 € i :

N, A NoA N
b =gy = KL AR iQZ(—l)il (5.6)

;! 1 Ny
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Portanto, o transformador ideal muda as correntes na razao inversa da relagdo entre o
nuimero de espiras em suas bobinas.

Para efeito de andlise, o transformador pode ser modelado por duas fontes dependentes,
conforme a figura 5.5.

Figura 5.5: Modelo de funcionamento de um transformador elétrico

A anidlise de um circuito contendo transformadores muitas vezes pode ser facilitada
movendo-se componentes do secundario para o primaério e vice-versa. Para as fontes, a de-
terminacgao da equivaléncia é feita com base nas equagoes 5.5 e 5.6. Quanto as impedancias,
se uma impedéncia Z estd conectada ao secunddrio de um transformador, tem-se que:

VQ(S) = ZIQ(S)

Substituindo V5 e I pelas grandezas correspondentes no primdrio, chega=se a:

()2 = vo-[(2)'

Portanto, as impedancias no secundério sao vistas do primdrio multiplicadas pelo quadrado
do inverso da relagdo entre o nimero de espiras. A figura 5.6 resume os procedimentos de
transferéncia de dispositivos de um lado de um transformador para o outro.

Ngew. v@(@@ vé)m%

Ii(s) (5.7)

v O

N%H N ||z = (%)2 z N%H N, (%)22

Figura 5.6: Influéncia de um transformador sobre os dispositivos elétricos

Pelas equagbes 5.5 e 5.6, tem-se que w14y = wois. Isto significa que a entrada ins-
tantdnea de poténcia iguala a saida instantdnea de poténcia, demonstrando que a poténcia
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se conserva, em um transformador ideal. Em um transformador real, existem perdas no
enrolamento e perdas de nicleo, que podem contudo ser modeladas como elementos dissi-
pativos (resistores) associados a um tranformador ideal.

5.2.2 Diodo

O diodo ideal é um dispositivo ndo-linear que permite a passagem de corrente elétrica
em um tunico sentido. Dito de outra forma, o diodo se comporta como um resistor de
resisténcia nula ou de resisténcia infinita de acordo com a polaridade da tensao aplicada.
Na figura 5.7 apresenta-se a curva de funcionamento e o simbolo de um diodo ideal.

i

Y
+
<

Figura 5.7: Curva de funcionamento e simbolo de um diodo ideal

Os diodos reais atuais sdo dispositivos a base de materiais semicondutores. Para
tensoes acima de uma certa ordem de magnitude (~1V), seu comportamento é bastante
préximo do comportamento de um diodo ideal.

5.3 Sistemas mecanicos translacionais

Os elementos basicos de um sistema mecanico translacional sdo as massas, as elastancias
(molas) e os amortecimentos (atritos). As equagOes caracteristicas e simbolos destes ele-
mentos sao dados na tabela 2.2.

A lei fundamental que governa sistemas mecanicos é a segunda lei de Newton. Para
um corpo de massa M, tem-se que:

F(t) = Ma(t) = Mo(t) = Mi(t) (5.8)

onde a(t) é a aceleracdo, v(t) é a velocidade e z(t) é a posi¢ao do corpo.
A equacdo que define uma mola ideal é a lei de Hooke:

F(t) = KAz(t) (5.9)

onde K é a constante eldstica da mola. A forca eldstica desenvolvida é diretamente pro-
porcional & diferenca do deslocamento de um extremo da mola em relagdo ao outro. Os
corpos reais sdo bem descritos pela lei de Hooke para valores ndo muito grandes de Az (t).

O amortecedor ideal representa uma, resisténcia ao movimento de um corpo em relacao
a outro, resisténcia essa proporcional & velocidade relativa do corpo em relacdo ao outro.
Uma implementacdo bastante préxima do ideal para este fendmeno é o atrito viscoso entre
um corpo sélido e um fluido (6leo, ar, etc.). Um dispositivo fisico modelado como atrito
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viscoso é o absorvedor de choques (amortecedor) de um automével. Se o coeficiente de
amortecimento de dois corpos é b, 0 modelo matematico do atrito viscoso entre eles é:

F(t) = bAu(t) (5.10)

A modelagem do atrito com base apenas no atrito viscoso é adequada para grandes
velocidades relativas. Para pequenas velocidades relativas, porém, a modelagem do atrito
é mais complexa, devido & maior interferéncia da rugosidade das superficies em contato.
Nesta situacdo, devem ser considerados também o atrito seco e o atrito de Coulomb.

O atrito seco é uma, forga de atrito inicial F que desaparece rapidamente apds o inicio
do movimento. Por sua vez, para vencer o atrito de Coulomb é necessario gerar uma
for¢a F, praticamente constante, proporcional & forga normal (reagdo & forca peso). A
combinagcao dos trés tipos de atrito é mostrada na figura 5.8. Nos nossos exemplos, sempre
suporemos que as velocidades relativas sao suficientemente grandes para que apenas o
atrito viscoso necessite ser considerado.

A f
Seco Viscoso
Coulomb

] = /\l

Figura 5.8: Curva caracteristica de sistema com atrito de Coulomb e atrito seco

<y

Exemplo 5.3-A:
Escreva as equagoes do movimento y do sistema mecénico da figura 5.9, excitado pelo
movimento u da barra moével.

ky

ko

= u =y

Figura 5.9: Sistema mecanico translacional do exemplo 5.3-A

O diagrama de corpo livre equivalente & massa m é visto na figura 5.10. A aplicacio
da segunda lei de Newton leva ao seguinte:

F=mj = fu+tfi-fre=mj = kiu-y)+bu-7y)—ky=mj
Portanto, a equacao de movimento do sistema é:

my + by + (k1 + k2)y = b + ku
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fk1—>

fo —

<—fk2

Figura 5.10: Diagrama de corpo livre correspondente & figura 5.9

Para condigoes iniciais nulas, a aplicagao da transformada de Laplace nesta equacao gera:

Y(S) bs + k)1

Gls) = U(s) " ms? +bs + (k1 + ko)

(5.11)

que é a funcao de transferéncia do sistema. B

5.3.1 Equivaléncia com circuitos elétricos

O procedimento para geracao do andlogo elétrico de um sistema mecénico pode ser de-
composto nos seguintes passos:

1. Estabeleca as analogias entre componentes e grandezas nos dois sistemas, respeitando
as equivaléncias da tabela 5.2.

Sistema mecéanico translacional Sistema elétrico
Velocidade linear v Tensao v
Forga F Corrente 4
Massa M Capacitor C
Amortecedor b Resistor %
Mola k Indutor %

Tabela 5.2: Equivaléncia entre sistemas mecénicos translacionais e sistemas elétricos

2. Todos os capacitores representando massas tém um dos seus terminais aterrados.

3. A tensdo no né nao aterrado em cada capacitor representa a velocidade nas massas
correspondentes.

4. Os outros componentes sdo conectados entre os nés em um arranjo que respeita as
conexoes existentes no sistema mecanico.

5. Inserir as fontes de corrente aterradas representando as forcas aplicadas

6. Inserir as fontes de tensao representando as velocidades impostas: para velocida-
des em relacdo ao referencial inercial, um dos terminais da fonte é aterrado; para
velocidades relativas, os terminais estao conectados aos nds correspondentes.

Exemplo 5.3-B: Equivalente elétrico de sistema mecénico translacional

A figura 5.11 apresenta o equivalente elétrico do sistema mecanico do exemplo 5.3-A,
tanto no dominio no tempo quanto no dominio da freqiiéncia. Como ha apenas uma massa,
o circuito elétrico tem apenas um nd. E interessante ressaltar que os deslocamentos ¥y e
% nao tém equivalente direto no circuito elétrico: as grandezas correspondentes as tensoes
sao as velocidades vy = 9 e v, = 4.
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Figura 5.11: Equivalente elétrico do sistema mecanico da figura 5.9

A relacdo entre V e V, se caracteriza como um divisor de tensdo:

m825+k2 - Vy(s) _ bs + kl

i Toms?+hy Y Vu(s)  ms?+bs+ (ki + ka)

Vy(s) =

Para se estabelecer a relagao entre Y(s) e U(s), e nao entre Vy(s) e V,(s), é preciso apenas
relembrar que, para condicoes iniciais nulas, Vy(s) = sY (s)(vy = 9) e Viu(s) = sU(s):

sY(s) bs + k1
sU(s)  ms2+bs + (k1 + ko)

Y(S) bs + kl

(5.12)

Este resultado, como esperado, é idéntico & equacao 5.11, obtida no exemplo 5.3-A. R

Exemplo 5.3-C: Aceleré6metro

Um acelerometro, como indica seu nome, é um medidor de aceleracao linear, muito
utilizado em avices e foguetes. Um diagrama esquematico de um acelerémetro é dado na
figura 5.12. Obtenha o modelo dindmico deste sistema.

_W\_m_g_

=y =z
M,

Figura 5.12: Esquema de um acelerometro
Na figura 5.12, x é o deslocamento absoluto da massa Mg em relacao ao referencial

inercial e y é o deslocamento relativo da massa M em relacdo a Mg. Fazendo o diagrama
de corpo livre da massa M , indicado na figura 5.13:

F=m-a = —(fitb)=M-(z+y) = —(ky+by)=Mi+Mj =
i+ (%) v+ (%) y=—i (5.13)
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x4y
i m fo

Figura 5.13: Diagrama de corpo livre do acelerdmetro da figura 5.12

Este mesmo resultado poderia ser obtido utilizando-se o circuito elétrico equivalente
a0 acelerémetro, indicado na figura 5.14:

Vi) =By o oy My
y\2) — I):W—FMLSQU v e Ms2+bs+k "
2 b K
N A

- Uy + - Vy +
[ Vg + Uy
ox M=V 1L D%
—|— b Ms

1
b
-

Figura 5.14: Equivalente elétrico do aceleréometro da figura 5.12

Fazendo-se por exemplo % =3e % = 1, a equagado diferencial que rege o comporta-

mento do acelerébmetro é 4+ 3y +y = —&. Para esta situagao, se o sistema for submetido
a uma aceleracdo constante £ = «, a saida do sistema estd indicada na figura 5.15.

ZA

A/

Figura 5.15: Comportamento de um acelerémetro sujeito a uma aceleragdo constante

Nota-se que, apés um certo tempo de estabilizagao, que para esta situacao é da ordem
de 4s, o deslocamento relativo y do acelerometro é diretamente proporcional & aceleracao
Z. Portanto, medindo-se o deslocamento relativo y apds sua estabilizacao, tem-se uma
medida da aceleracao linear do corpo. B

Exemplo 5.3-D: Modelo dindmico do corpo humano
Utiliza-se o modelo do corpo humano indicado na figura 5.16 para estudo de vibragoes
e impactos. Obtenha o seu circuito elétrico equivalente.
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Figura 5.16: Modelo mecénico do corpo humano para o exemplo 5.3-D

(] r;;dl;-l V4
_‘7 by _L 1 % L 1 %1

=
—|— 3

Figura 5.17: Equivalente elétrico do modelo mecanico da figura 5.16

A figura 5.17 apresenta o circuito equivalente elétrico para o modelo mecanico do corpo
humano. Apesar do relativo grande nimero de componentes, o modelo pode ser obtido
facilmente por associagao das impedancias em paralelo e em série. Note-se a auséncia de
fontes, j4 que nenhuma forga é aplicada e nenhuma, velocidade é imposta ao sistema. B

5.3.2 Alavanca ideal

Uma alavanca ideal é um corpo rigido linear de massa desprezivel que pode girar em torno
de um ponto de apoio, conforme indicado no esquema da figura 5.18. O ponto de apoio
divide a alavanca em dois segmentos de comprimentos [ e [z, respectivamente. Uma forga
Fy é aplicada em um dos lados da alavanca e a carga, em reagao, aplica uma for¢ca F5 no
outro bracgo da alavanca, ou vice-versa. Os deslocamentos lineares nas duas extremidades
sao, respectivamente, y; e yo; as velocidades lineares sao v1 e ve, respectivamente.

Por trigonometria, sabe-se que:

yZZZQSiIle N _ (l_2)
Yy = ll SiIl(9 v ll
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T
I
|
Y2, U2
|
I
_L

Figura 5.18: Alavanca ideal

Derivando-se esta expressao obtém-se a relacdo entre as velocidades:

o (2 o1

Como a alavanca ideal nao tem massa, toda a energia produzida pelo trabalho da forga
F1 é transferida para o trabalho realizado pela forca F5 . Dito de outra forma, o torque
resultante na alavanca é sempre nulo, ou seja:

T = T9 = LR cosf = o Fy cosf = Fy = (;—1) Fy (5.16)
2

Das equacoes 5.15 e 5.16, por comparacao com as equacoes 5.5 e 5.6, conclui-se que o equi-
valente elétrico de uma alavanca idel é o transformador elétrico ideal, com o comprimento
dos bracos fazendo o mesmo papel do nimero de espiras. Uma diferenca importante é
que, enquanto o transformador elétrico s6 funciona para tensdes variantes no tempo, a
alavanca também transforma velocidades constantes. A equivaléncia entre alavancas e
transformadores estd indicada na figura 5.19.

Figura 5.19: Equivaléncia entre alavancas e transformadores elétricos

Exemplo 5.3-E: Dispositivo mecanico com alavanca

Para o dispositivo mecanico da figura 5.20, determine um circuito elétrico equivalente.
Assuma, que os dngulos de rotagdo sdo pequenos e que, para f = 0, tem-se o equilibrio
estatico com y = 0.

A figura 5.21 apresenta o equivalente elétrico do sistema da figura 5.20, tanto incluindo
o transformador correspondente & alavanca quanto fazendo a transformagdo necessiria
para poder elimind-lo. H
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Figura 5.20: Dispositivo mecinico com alavanca do exemplo 5.3-E

O R R R

R —

Figura 5.21: Equivalente elétrico do dispositivo da figura 5.20

5.3.3 Deslizador unidirecional

O deslizador unidirecional permite movimentos lineares em uma tnica direcdo. Um dia-
grama esquematico e um possivel simbolo para um deslizador unidirecional estao indicados
na figura 5.22.

W e

| B

Figura 5.22: Deslizador unidirecional

O deslizador unidirecional é o equivalente mecanico do diodo elétrico. Quando a ve-
locidade v1 é menor que a velocidade vo , a lingueta baixa e as duas velocidades sdo
completamente independentes. Se em algum momento vy tender a se tornar maior que vo,
a lingueta é travada nos dentes e as duas velocidades se tornam iguais.

Na figura 5.23 apresenta-se um exemplo de dispositivo mecanico envolvendo um desli-
zador unidirecional e seu circuito equivalente elétrico.

v v + +
M |:> V; M Vo

_ L b ] 1T )

[¢]

S

Figura 5.23: Equivalente elétrico de dispositivo com deslizador unidirecional
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5.4 Sistemas mecanicos rotacionais

Os sistemas mecanicos rotacionais sdo aqueles que envolvem corpos girando em torno de
um eixo fixo. Seus elementos bédsicos sao os momentos de inércia, as elastancias (mo-
las rotacionais) e os amortecimentos (atritos rotacionais). As equagbes caracteristicas e
simbolos destes elementos sao dados na tabela 2.2.

5.4.1 Equivaléncia com circuitos elétricos

Estes sistemas sao andlogos aos sistemas mecanicos translacionais (as equagoes sao da
mesma forma). Conseqiientemente, os sistemas mecanicos rotacionais também podem
ser modelados através de diagramas de corpo livre ou utilizando circuitos equivalentes
elétricos, respeitando-se as equivaléncias indicadas na tabela 5.3.

Sistema mecéanico rotacional Sistema elétrico
Velocidade angular v Tensao v
Torque 7 Corrente i
Momento de inércia J Capacitor C
Amortecedor angular b Resistor %
Mola angular k& Indutor %

Tabela 5.3: Equivaléncia entre sistemas mecénicos rotacionais e sistemas elétricos

O momento de inércia J para um corpo de massa m girando em torno de um eixo fixo
com raio de giragao r é dado por:

2

J =mr (para massas pontuais) (5.17)

J = / r?dm (para massas distribuidas) (5.18)

O torque 7 exercido por uma forca F perpendicular ao movimento, aplicada a uma
distancia d do eixo de rotacao é:

T=Fd (5.19)

Exemplo 5.4-A:

O sistema mostrado na figura 5.24 consiste de um momento de inércia J;, correspon-
dendo ao rotor de um motor, ao qual estd acoplado um outro momento de inércia Js,
representando uma carga. Poténcia é transmitida através de uma acoplamento viscoso
com coeficiente de atrito b e de um eixo de torgdo com constante de mola k. Um torque
acionador T,(t) é exercido em J; e um torque de carga T,(t) é exercido em J,. Defina a
equacao do movimento 65(t) em fungao de Ty (t) e T,(t).

O circuito elétrico equivalente ao dispositivo é mostrado na figura 5.25. Dai, usando a
transformada de Laplace, extrai-se facilmente que:
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Figura 5.24: Sistema mecénico rotacional do exemplo 5.4-A

w1 W
l/b l/k

T I

T, J1 Jo T,

Figura 5.25: Equivalente elétrico do sistema mecanico da figura 5.24

oy — bk T (kJ1)s + bk + Jy)
2T S[(kJyJa)s + b(kJy + kdy + J )] s[(kJidz)s + b(kJy + kJo + J1J2)] ©
wa bk (kJ1)s + bk + Jb)

0y =

w2 T _
S 82[(]{)J1J2)S + b(kJ1 + kJy + J1J2)] ¢ 82[(kJ1J2)S + b(kJy + kJy + JlJQ)] ¢

A aplicagdo da anti-transformada de Laplace permite obter a equagdo para 62(t). B

Exemplo 5.4-B: Péndulo rotacional

Duas massas pontuais de 1kg cada uma estdo presas as duas extremidades de uma
haste de massa desprezivel. Este conjunto estd preso ao teto através de um cordao flexivel,
conforme mostra a figura 5.26. Torcionando-se inicialmente o cordao de forma a impor
ao conjunto um total de voltas equivalente a 4000°, deixa-se em seguida o conjunto girar
de maneira autéonoma, sem influéncias externas. Determine quanto tempo o sistema ird
demorar até que a amplitude da oscilacdo seja menor que 4°, supondo que a constante
rotacional eldstica do corddo é de 2 x 10~% Nm/rad e que o coeficiente de atrito viscoso
entre as esferas e o ar é de 3 x 10~* Nms/rad.

0,5m

w
1kg Q- @ 1kg

Figura 5.26: Péndulo rotacional do exemplo 5.4-B
Da equacao 5.17, sabe-se que momento de inércia do conjunto é
J=2-mr’=2.1.-052 = J=0.5kgm?

O circuito equivalente elétrico é dado na figura 5.27. A equagdo do sistema é dada por:
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w(t) Q(s)
_I_ $1 % 1 TJ"jl Tb"%l]l Tk"-lrls
J b % 75 b *
T % =~ [

Figura 5.27: Equivalente elétrico do péndulo da figura 5.26

7+ Tk +7B=0 = JsQ+EQ+bQ:0 = (Js’+bs+k)Q=0
s
Como w(t) = O(t), sabe-se que Q(s) = s6(s):

.. N b\ - k
AT+ bs+Ek)I=0) = JO+b0+k0=0 = 0+ (3) 0+ <j) 0=0
Esta equacio deve ser resolvida para condicdes iniciais 0(0) = 4000° = 69.8rad e 6(0) =
Orad/s. Substituindo-se os valores numéricos dos coeficientes e aplicando-se a transformada
de Laplace, chega-se ao resultado:

(t) = 69.8¢ 29093 5in(0.02t + 1.5558)
Para que a amplitude da oscilagdo seja menor que 4°, ou seja, menor que 0.07rad:
69.8e 0% < 0.07 = ¢>2302s

Portanto, o péndulo terd atingido uma amplitude de oscilagao inferior a 4° apds aproxi-
madamente 38 minutos. B

Existem também sistemas que envolvem movimentos translacionais e rotacionais. Nes-
te caso, o sistema pode ser decomposto em movimentos translacionais simples unidireci-
onais € em movimentos rotacionais simples em torno do centro de gravidade, conforme
mostra o exemplo 5.4-C.

Exemplo 5.4-C: Sistema mecénico misto (rotacional e translacional)

A figura 5.28 mostra uma barra rigida, de massa M e de comprimento 2/, pendurada
em um corpo de massa m de forma a poder oscilar. A massa m estd presa a superficie
sobre a qual desliza através de duas molas de constante eldstica k/2. Obtenha um modelo
que relacione o deslocamento s e o angulo #. Em seguida, linearize este modelo para
pequenos angulos em torno de § = 0. Despreze os atritos.

Para este tipo de sistema, é mais ficil se trabalhar com os diagramas de corpo livre
dos corpos separados. No ponto de contato entre os dois corpos ha uma forca de tracao
T desconhecida, que vai representada pelas suas componentes T, e Ty nas diregoes T e ¥,
respectivamente, conforme a figura 5.29.

Para a massa m, teremos apenas que modelar o movimento na direcdo x, ja que na
direcao y a forca peso e a componente T da forca de tracao sao anuladas pela forma
normal de reacao da superficie em que a massa se apdia:

k k
To—foi—fro=ms = Tp—gs—gs=ms = mitks=T, (5.20)
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Figura 5.28: Sistema translacional e rotacional do exemplo 5.4-C

T,
I
$|_> | 0 Ty
]
Ty ! X
Jr1 <] Tﬁ,» «— fro ! ere)

Figura 5.29: Diagramas de corpo livre do sistema da figura 5.28
Assumindo-se a origem do sistema de coordenadas no ponto de interse¢cdo do péndulo
quando em repouso, a posi¢ao (z.,y.) do centro de gravidade da barra M é dada por:
(Zeyye) = (s —Usinf, —l cos 0)

Quanto ao movimento da barra M na direcdo x:

2
Ty =Mz, = —Tz:Md—(s—lsinﬁ) =
dt?
-T,=M [§+l(sin0-é2 —cosﬁ-é)] (5.21)

Na diregao y:
d2
~-Ty—Mg=My. = —Ty—Mg:M@

-T,— Mg = Ml [0050-92+sin9-é] (5.22)

(—lcost) =

Para a modelagem da rotagao em torno do centro de gravidade, inicialmente precisamos
determinar o momento de inércia da barra. Como a massa estd uniformemente distribuida
ao longo do corpo, seu momento de inércia em torno de (z.,y.) é equivalente ao de duas
massas pontuais localizadas a uma distancia /2 do centro de gravidade da barra, conforme
indica a figura 5.30. Portanto, pela férmula 5.17, 0 momento de inércia é de:

M\ [1\? MIi?
"”'(7)(5) = J=

Para modelar o movimento angular em torno do centro de gravidade, nota-se que a
forca peso nao exerce nenhum torque, pois estd aplicada diretamente no eixo de rotacao.
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M

Y L9 M2
-'Ec:ycl |:> m??ﬂ /2
M/ /2

Figura 5.30: Momento de inércia de uma barra em torno do centro de gravidade

Levando-se em conta os torques gerados pelas componentes T, e T}, :
- l [ MI?\ .
T=J0 = - <§> Ty cos O + §Ty sinf = (T) 0 (5.23)

As equacoes 5.20, 5.21, 5.22 e 5.23 constituem o sistema de equacoes diferenciais
que modela o dispositivo. Em razao do tipo de nao-linearidade das equagOes, nao se
chega a uma equagdo unica que modele o comportamento da varidvel s ou da varidvel 6.
Linearizando-se estas equagoes em torno do ponto pp = Opo = épo =0, chega-se a:

(ms+ ks =Ty,

— T, = M (5 - 1) (m — M)i + ks + Milf =0

! _ - MIN - 5.24

—Ty—Mg=0 m§+ks+<71)0—Mg(9:O( )
I I M2\

- (5)mr (o) o= (1)

O sistema de duas equacgoes diferenciais lineares da equacao 5.24 pode ser utilizado para
calcular 6(t) e s(t) a partir das condigGes iniciais. B

5.4.2 Jogo ideal de engrenagens

O jogo ideal de engrenagens é formado por dois discos com massa desprezivel e de raios
1 e T2, que giram sobre eixos fixos e se tocam sem que haja escorregamento entre eles?.
O diagrama de um jogo ideal de engrenagens é dado na figura 5.31.

Como nao ha deslizamento relativo entre os discos, a velocidade linear dos dois pontos
em contato na circunferéncia dos discos é igual em modulo:

1
V1 = V2 = WiTr1 = waore = W = <—) w1 (525)
T2

Os discos das engrenagens tém massa desprezivel, de forma que o torque resultante
sobre eles é nulo. Se o torque 71 corresponde a uma for¢a F; no ponto de contato, o

2Para evitar escorregamento, utilizam-se discos dentados ou materiais de alto coeficiente de atrito.
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W1, T1 W2, T2

Figura 5.31: Diagrama de um jogo ideal de engrenagens

segundo disco exerce sobre o primeiro uma forca de reacdo F> de mesmo valor e sentido
contrario:
=R = -2 o TQZ(T—?)n (5.26)
1 T2 ™
Das equagoes 5.25 e 5.26, percebe-se que o equivalente elétrico de um jogo de engre-
nagens ideal é o transformador elétrico ideal, com a razdo entre os raios fazendo o mesmo

papel do inverso da razao entre o niimero de espiras, conforme indica a figura 5.32.

A~ W2
W1 ~—N

=+ +
0 |j‘> w1 ng ‘ é T W

Figura 5.32: Equivaléncia entre engrenagens e transformadores elétricos

5.4.3 Pinhao-cremalheira e polia ideais

Estes dois dispositivos convertem movimentos rotacionais em translacionais, e vice-versa.
Ambos se baseam em um disco girante (pinhao ou polia) de massa desprezivel, em contato
com um corpo (cremalheira ou correia) de massa também desprezivel e em movimento
linear. Os diagramas esquematicos correspondentes estao indicados na figura 5.33.

v UTF

Figura 5.33: Diagrama de uma cremalheira e de uma polia ideais

As equagoes que regem a conversao entre grandezas rotacionais e translacionais sao:

z=10 = v=rw (5.27)

r=rF = F=(%)s 5.28
;) (5.25)
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Logo, estes dispositivos podem ser representados por um transformador elétrico onde as
grandezas elétricas no primdrio sao equivalentes a grandezas mecédnicas rotacionais, as
grandezas elétricas no secunddrio sao equivalentes a grandezas mecanicas translacionais
e o raio do disco desempenha o papel da razao entre o nimero de espiras, ou vice-versa.
Esta equivaléncia estd indicada na figura 5.34.

I~ W ~w . .
. v |j‘> w l%g‘ér v
T - -

Figura 5.34: Equivaléncia entre cremalheira ou polias e transformadores elétricos

Exemplo 5.4-D:

Determine o circuito elétrico equivalente ao dispositivo esquematizado na figura 5.35.
O momento de inércia J; representa o rotor de um motor em que um torque aplicado
T é exercido e que gira apoiado em um mancal com coeficiente de atrito viscoso B;. O
rotor é acoplado por um eixo rigido a um pinhao de raio 1. A cremalheira do pinhao esta
rigidamente acoplada & massa M, que se movimenta sobre uma superficie com coeficiente
de atrito viscoso b. A massa M e uma mola translacional de constante elastica k estao
ligadas a cabos enrolados em torno de duas se¢oes de um cilindro, com raios 2 e r3
respectivamente. Supde-se que os cabos nido estiquem. O momento de inércia do cilindro
é Jo. O coeficiente de atrivo viscoso entre o cilindro e a superficie do mancal que o apdia é
B2 . Calcule a funcao de transferéncia G(s) entre o torque 7 e o deslocamento z da massa.

7(t) 1 (?)

Figura 5.35: Dispositivo mecanico do exemplo 5.4-D

A figura 5.36 apresenta o equivalente elétrico deste sistema, inicialmente no dominio
do tempo e em seguida com impedéancias no dominio da frequéncia.

Os dispositivos podem ser transferidas de um lado para o outro dos transformadores
utilizando-se os procedimentos da figura 5.6. Chega-se assim ao circuito equivalente da
figura 5.37, que nao contém transformadores. Dai, com todas as impedancias em paralelo,
é simples chegar-se a relagdo entre T'(s) e V(s):

Va(s) TiT3s

H = =
(s) T(s) (r3Ji+r2Je +r2r3M)s? + (rif1 + 2By + ririb)s + r?rik
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Figura 5.36: Equivalente elétrico do dispositivo da figura 5.35

Vo
L o[l [l [ i [l [
1 Jls ﬂl Ms b st ﬁQ T%k
o

Figura 5.37: Circuito equivalente ao da figura 5.36 sem transformadores

Sabendo-se que V(s) = sX(s), tem-se que:

H(s) = = G(s) = = =

T1T§

(r2Jy + 120 + r3r2M)s? + (r2B1 + r?B2 + r2r3b)s + r2r3k

G(s) =

que ¢é a funcao de transferéncia desejada para o sistema. B

5.5 Sistemas eletromecanicos

Sistemas eletromecéanicos ideais sao dispositivos que convertem energia elétrica em energia
mecénica ou vice-versa (exemplo: motores, geradores, alto-falantes, etc.). Uma grande
variedade de dispositivos eletromecanicos envolve o fluxo de correntes elétricas dentro de
um campo magnético. Nesses casos, sabe-se que:

e um condutor em um campo magnético que carrega uma corrente terd uma forga
exercida sobre ele; e

e uma tensao serd induzida em um condutor que se move com relagdo a um campo
magnético.

A lei de indugao de Faraday (e = —d)\/dt) descreve a indugao de tensdes por um campo
magnético variando no tempo. A conversao eletromecinica de energia ocorre quando a
mudanca no fluxo é associada com um movimento mecanico. Em mdiquinas rotativas, as
tensoes sao geradas nas bobinas através de uma das seguintes formas:
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e gerando essas bobinas mecanicamente através de um campo magnético;

e mecanicamente girando um campo magnético que atravessa as bobinas; ou

e projetando o circuito magnético de forma que a relutdncia magnética varie com a
rotacdo do motor.

Através de qualquer um desses métodos, o fluxo atravessando uma bobina especifica
é mudado ciclicamente e uma voltagem variando no tempo é gerada. Um grupo de tais
bobinas interconectado de forma que suas tenstes geradas se somem, provendo uma, con-
tribuic Ao positiva ao resultado desejado, é chamado um enrolamento de armadura ou
simplesmente armadura. A armadura de uma mdaquina de corrente continua é o elemento
rotativo ou rotor, enquanto a armadura de uma mdaquina de corrente alternada é o ele-
mento estaciondrio ou estator. O circuito magnético é completado através do ferro do
outro membro da méquina e bobinas de excitacdo ou enrolamento de campo sdo usados
para agir como a fonte priméria de fluxo.

As méquinas de corrente continua (ou miquinas CC) sao bastante utilizadas em sis-
temas de controle em razao do seu comportamento essencialmente linear. O diagrama
esquematico de uma maquina CC é mostrado na figura 5.38. O enrolamento de campo
tem resisténcia Ry e indutancia Ly e o enrolamento de armadura tem resisténcia R, e
indutancia L, . As correntes e tensoes nos enrolamentos de campo e de armadura sao
if € Vf € i, € Uq, Tespectivamente. A tensdo induzida na armadura é v,. O torque e a
velocidade angular no eixo do rotor sdo 7 e w, respectivamente.

Ry R, La
+ +
vy 23 %g[f 4 ;}Z 23 Vg
Circuito Parte Circuito de

de campo mecénica armadura

Figura 5.38: Diagrama esquematico de uma maquina de corrente continua

A tensdo induzida no enrolamento de armadura é dada por:
vg = Kidw (5.29)

e o torque da miquina é dado por:
T =Kidig (5.30)

onde K; é um parametro determinado pela estrutura fisica da maquina e ¢ é o fluxo
magnético. Supondo que a miquina esteja operando na zona linear (ou seja, que o nicleo
nao esteja saturado), o fluxo é dado pela equagdo 5.1, ou seja:

uNzA

¢ = if = koif (5.31)
Ly

onde a constante Ky depende das caracteristicas magnéticas do niucleo e do enrolamento
de campo. Em algumas maquinas CC de pequenas dimensdes, o enrolamento de campo é

suprimido e um ima permanente é utilizado para gerar o fluxo magnético.
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Vendo de uma forma unificada, a miquina CC pode ser vista como um dispositivo
a trés pares de terminais: dois elétricos (os enrolamentos de campo e de armadura) e
um mecanico (o eixo de rotacdo). Dependendo dos sinais presentes nestes terminais, as
maquinas CC podem ser utilizadas como geradores, em que poténcia mecéanica é fornecida
para gerar poténcia elétrica, ou como motores, quando poténcia elétrica é consumida para
gerar poténcia mecanica.

5.5.1 Gerador CC

No gerador CC, a velocidade w é mantida constante, a tensdao vy é o sinal de entrada e
a tensao w,, 0 sinal de saida, conforme a figura 5.39. Consideramos que um gerador é
acionado por uma fonte priméria de energia mecénica (por exemplo, o fluxo d’dgua em
uma turbina hidroelétrica). Esta fonte possui capacidade suficiente para conseguir manter
constante a velocidade de rotagao do rotor w sem ser afetada pela carga elétrica do gerador.

Ry
+
vp I w
) ! ;Lcénsta nte

Figura 5.39: Diagrama esquemético de um gerador CC

A equacgdo para o circuito de campo é:
. dig
Das equacoes 5.29 e 5.31, a tensao induzida na armadura é:

constante

—
vy = Ki1¢pw = K1 Kowiyp = Kgiy

Aplicando-se a transformada de Laplace a estas duas equacoes, supondo condicbes iniciais
nulas, tem-se:

(5.32)

Vi = (B + Lys)Iy Vy(s) K,
= =
Vo= Kyl Vf(s) Lys+ Ry

A equacdo 5.32 relaciona a tensao V,; induzida na armadura com a tensao V; aplicada
no campo. Para determinar a relagao entre V; e a tensdo V, efetivamente gerada no
circuito de armadura, é necessario conhecer a carga que estd conectada ao gerador. Por
exemplo, suponha que o gerador esta alimentando uma carga resistiva de resisténcia R,
conforme indicado na figura 5.39. O equivalente elétrico corresponde a esta situagdo é
mostrado na figura 5.40.

Por anilise do circuito da figura 5.40 chega-se a:

= (5.33)

‘/g = (Ra + Las + R)Ia N Va(s) R
Vo = Rla Vo(s) Les+Rf+R
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Ry R, L
+ +
Uy Ly f Kgif ta R Va
. 3 i % . -

Figura 5.40: Equivalente elétrico de um gerador CC

Combinando-se as equacgoes 5.32 e 5.33, tem-se:

Va(s) _ Va(s) Vy(s) Va(s) _ K,R
Vi(s) ~ Vy(s) Vi(s)  Vi(s)  (Lys+ Ry)(Las+ Ry + R) (5.34)

A funcao de transferéncia de segunda ordem da equagao 5.34 permite calcular a tensao
de saida v, em funcao da tensdo no campo vy.

5.5.2 Motor CC

Nos motores, poténcia mecanica é gerada, de forma que a velocidade de rotagao w é o sinal
de saida e a tensao aplicada é o sinal de entrada. De acordo com sinal elétrico de entrada,
temos o motor CC controlado pela armadura ou o motor CC controlado pelo campo.

Motor CC controlado pela armadura

Nesta situacao, a corrente de campo iy ¢ mantida constante, o que pode ser conseguido
alimentando-se o circuito de campo com uma tensao constante. A tensdo de armadura v,
é o sinal de entrada. Para exemplificar, suporemos que a carga pode ser modelada por um
momento de inércia J e um atrito viscoso de coeficiente b, conforme a figura 5.41.

Figura 5.41: Diagrama esquematico de um motor CC controlado pela armadura

Das equagdes 5.29, 5.30 e 5.31:

constante constante

vy = Ki1¢w = K1 Koijw = Kpw T = K1¢i, = K1 Kaifia = Knpig

A constante K, é conhecida como constante do motor. Note que estas relacOes entre
grandezas sao similares as de um transformador elétrico, o que permite modelar o motor
CC controlado pela armadura através de um circuito equivalente, conforme a figura 5.42.
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Figura 5.42: Equivalente elétrico de um motor CC controlado pela armadura

Do circuito da figura 5.42, extrai-se facilmente a funcao de transferéncia entre a tensao
de armadura aplicada v, e a velocidade w de rotacdo do motor:

Q(s) K,
Vu(s)  JLgs?2+ (JR,+ BL,)s + BR, + K2,

Como na prética usualmente a impedancia da armadura pode ser desprezada (L, — 0),
tem-se que:
Qs) K,, K

_ - 5.35
Va(s)  JRes+ BRy+ K2,  Tps+1 (5-35)

Portanto, o motor CC controlado pela armadura pode ser aproximadamente descrito em
termos de uma, funcdo de transferéncia de primeira ordem que relaciona a tensdo de ar-
madura aplicada com a velocidade de rotagdo gerada. A equagao 5.35 também modela os
motores CC a ima permanente, onde nao existe enrolamento de campo.

A maior dificuldade encontrada ao se controlar motores CC pela armadura é a ampli-
tude elevada da corrente de armadura, o que requer a utilizagao de um sinal v, de entrada
fornecido por uma fonte de alta poténcia.

Motor CC controlado pelo campo

Esta forma de utilizacdo das maquinas CC pressupoe uma, corrente de armadura constante.
Isto nao pode ser conseguido alimentando-se a armadura com uma tensao constante, devido
a tensdo induzida na armadura. Por isso, uma maquina CC controlada pelo campo requer
uma fonte de corrente para alimentar o circuito de armadura, o que constitui a maior
dificuldade para este tipo de utilizacado das méaquinas CC.

O sinal de entrada é a tensao de campo vy, que normalmente pode ser fornecido por
uma fonte de baixa poténcia. Para exemplificar, suporemos que a carga pode ser modelada
por um momento de inércia J e um atrito viscoso de coeficiente b, conforme a figura 5.43.

R R,
LB
v T3 O

Figura 5.43: Diagrama esquemdtico de um motor CC controlado pelo campo
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Das equagdes 5.30 e 5.31:
constante

. —T ! -
T = K1¢Za = KlKQ’LaZf = Kme

Esta relacao permite modelar o motor CC controlado pelo campo através do circuito
equivalente da figura 5.44. A obtencdo da fungao de transferéncia é praticamente imediata
a partir da analise do circuito:

Loy +

Figura 5.44: Equivalente elétrico de um motor CC controlado pelo campo

) _ Ko, (5.36)
Va(s)  (Lgs+ Ry)(Js+0b)

Portanto, o motor CC controlado pelo campo pode ser descrito em termos de uma fungao
de transferéncia de segunda ordem.

Tendo em vista o custo relativamente elevado da fonte de corrente constante de alta
poténcia necessiria ao funcionamento do motor CC controlado pelo campo, esta confi-
guragao € bem menos utilizada que a configuragao controlada pela armadura. Além disso,
o principal incoveniente do controle pela armadura, que é a alta corrente de entrada, pode
ser contornado com o uso de outra maquina CC, como mostra o exemplo da figura 5.5-A.

Exemplo 5.5-A: Sistema Ward-Leonard

O sistema Ward-Leonard é utilizado para regular a velocidade de um motor de corrente
continua. O sistema, cujo esquema é apresentado na figura 5.45, consta de um gerador
de corrente continua, com excitacao independente, acionado por um dispositivo que prové
velocidade angular constante. A saida deste gerador alimenta a armadura de um motor de
corrente continua com corrente de campo constante. A carga do motor é composta por um
momento de inércia J e um amortecedor viscoso de coeficiente de atrito b. A velocidade
w do motor é a grandeza controlada, sendo que o controle se faz variando a tensao vy
aplicada ao campo do gerador. Deduza a fungio de transferéncia entre w e vy.

I Gerador 11 Motor 1 w b
+ Il 1 |
Rellcel
vy | [l
- - I 11
| _wcte. 11 iycte. |

Figura 5.45: Sistema Ward-Leonard de miquinas CC do exemplo 5.5-A
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O equivalente elétrico deste sistema é mostrado na figura 5.46. Fazendo-se R, =
Rg1 + Ryo e Ly = Lg1 + Lgo, aplicando-se a transformada de Laplace e percorrendo-se as
malhas do circuito chega-se a:

L Bn Ry Lai Lez R, .
O
vy 1AL K.i Ta K S T
71 glfy m T b
) .-

Figura 5.46: Equivalente elétrico do sistema Ward-Leonard da figura 5.45

Ve= (L s+ Rep)l
7= (L1 )15 s) K, Ko

KyIfy = (Las + Ro) o + K = _
Vi(s)  (Lpis+ Rp1)[(Les + Ra)(Js + b) + K7
Kulo = (Js +b)Q 7(s) ~ (Lyis + Rp)[(Las + Ra) (Js +b) + K2,]

Esta funcdo de transferéncia de ordem trés se reduz a uma funcdo de transferéncia de
segunda ordem se a soma das impedéncias de armadura L, puder ser desprezada. H

Exemplo 5.5-B: Rob6 mével de movimento linear

A figura 5.47 esquematiza um rob6é mével de massa M e com duas rodas idénticas de
raio r, € momento de inércia J, que estao acopladas a um mesmo eixo. O eixo é acionado,
através de duas engrenagens de raio r; e 7o € momento de inércia desprezivel, por uma
tensao e aplicada em um motor CC de ima permanente, com impedancia de armadura
desprezivel, resisténcia de armadura R,, constante de motor K, e momento de inércia do
rotor Jp,. Os atritos do rotor e do eixo com seus mancais de apoio tém coeficientes de
atrito viscoso B, e B, respectivamente. O arrasto do robé com o chao é modelado por
um atrito viscoso de coeficiente b. Determine o equivalente elétrico do robo.

v M v

Tr

T2 I 1
,—\I1

e -

—c
=
~

Figura 5.47: Robd moével do exemplo 5.5-B

O equivalente elétrico do rob6 é mostrado na figura 5.48. Um primeiro transformador
modela a conversao eletromecanica de energia do motor; o segundo, o jogo de engrenagens,
enquanto o terceiro modela o efeito de transformacao de movimento angular em linear feito
pelas rodas. As tensées wy, € w, modelam as velocidades angulares de rotagao do motor
e do eixo das rodas, respectivamente. A tensdo v é equivalente & velocidade linear no raio
externo das rodas, que neste caso corresponde & velocidade linear do robo.
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Wﬁ%\%“jé 3 Fde e Pk

Figura 5.48: Equivalente elétrico do robd da figura 5.47

Esta modelagem sup6e que o movimento do rob6 serd puramente linear. Isto s6 sera
verdade se as duas rodas tiverem raios absolutamente idénticos: qualquer discrepancia
gerard um movimento de rotacao. B

Exemplo 5.5-C: Robd moével de movimento angular

Refaga a modelagem do robd do exemplo 5.5-B, supondo agora que as duas rodas estdo
acopladas a eixos distintos mas acionados pelo mesmo motor através de engrenagens em
contrafase®, conforme o esquema da figura 5.49. O robd tem largura d do centro & roda,
momento de inércia J e um coeficiente angular de atrito 8 ao girar sobre o solo.

H—— T
Ty

—c
e
€>
e

5

83

)
Se—

Figura 5.49: Rob6 mével do exemplo 5.5-C

O equivalente elétrico do rob6 é mostrado na figura 5.50. Os trés primeiros transfor-
madores e as tensoes wy, e w, tém o mesmo significado que no exemplo 5.5-B. A tensdo v
continua representando a velocidade linear no raio externo das rodas, porém com sentido
diferente em cada uma delas, conforme a figura 5.49, e portanto ndo mais corresponde
velocidade linear do centro de massa do robd.

Wﬁ%\%”%% Y Jude 36 0 bk

Figura 5.50: Equivalente elétrico do robd da figura 5.49

Qualquer assimetria nas rodas ou nas engrenagens fard com que o movimento nao seja
mais puramente rotacional, passando a ter também uma componente translacional. H

3Duas engrenagens em contrafase giram com a mesma velocidade em direcdes contrérias.
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Exemplo 5.5-D: Rob6 mével com movimento linear e angular

Um robd mais realistico é ilustrado na figura 5.51. Cada roda é acionada diretamente
por um motor, o que faz com que o veiculo possa executar movimentos translacionais e
rotacionais. Determine o equivalente elétrico (multivaridvel) que relaciona as tensoes de
entrada ey e e, com a velocidade linear v e angular w do robo.

Ve v M,J Vg
x o
+ |+
s i
H—g—

Figura 5.51: Rob6 mével do exemplo 5.5-D

Antes de passar & obtencido do equivalente elétrico completo do robo, é preciso estabe-
lecer a correspondéncia entre as velocidades expressas nas coordenadas préprias do robo
(v e w) e as velocidades nas rodas (v € vg), bem como entre a forga gerada nas rodas (Fy
e F.) e as grandezas correspondentes no centro de massa do robo (for¢a F' e torque 7).

Se o robd tivesse apenas velocidade linear v, a velocidade linear em qualquer um dos
seus pontos, inclusive nas rodas, seria igual a v (vq = v, v. = v). Se 0 rob0 tivesse apenas
velocidade angular w, o médulo da velocidade linear nas rodas seria igual ao produto da
velocidade angular pela distincia das rodas ao centro de massa (vy = wd, ve = —wd).
Combinando-se estes dois efeitos, por aplicagao do teorema da superposicao, chega-se a
relacao final entre as velocidades:

vg = v+ wd Ve =V — wd

Se 0s motores fazem com que sejam aplicadas nas rodas do robo6 as forcas Fy e Fp,
a forca total sobre o corpo serd a soma das forcas e o torque total serd o somatério dos
torques produzidos por cada uma das forgas:

F=F;+F, 7= Fyd — Fod

O veiculo pode portanto ser visto como uma espécie de transformador com dois pares
de terminais de entrada e dois pares de terminais de saida, conforme indica a figura 5.52.
Como se espera de um dispositivo de transformacao, que nao dissipa nem absorve energia,
a poténcia na entrada é igual & poténcia na saida (Fyug + Feve = Fv + Tw).

Uma vez estabelecida esta equivaléncia entre grandezas, basta que se acrescente a
representacao dos motores e do corpo do robd. O equivalente elétrico completo do sistema
pode ser visto na figura 5.53. O momento de inércia J; representa a soma dos momentos de
inércia do rotor do motor direito e da roda direita; o coeficiente de atrito viscoso angular
B4 representa a soma dos coeficiente de atrito do rotor direito e da roda direita com seus
respectivos mancais. R, € Ky,4 530 a resisténcia de armadura e o ganho do motor direito.
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Figura 5.52: Equivaléncia entre velocidades nas rodas e no centro de massa

R4 Wg
FDETEE =0 (ot
Rqe We
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Figura 5.53: Equivalente elétrico do robd da figura 5.51

E
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rq é o raio da roda direita. O mesmo acontece com as grandezas referentes ao motor
esquerdo, Je, Be, Rae, Kime € Te- M € J 830 a massa e 0 momento de inércia do robo e b e
[ sd0 os coeficientes de atrito viscoso linear e angular do robé com o solo. B

5.6 Sistemas fluidicos

Os sistemas fluidicos, envolvendo fluxos de liquidos ou gases, nao sao particularmente
adequados para serem representados por modelos lineares a parametros concentrados em
razao dos seguintes fatores:

1. as grandezas envolvidas, como temperatura e pressao, sao eminentemente distribui-
das, e ndo concentradas;

2. muitos casos de escoamentos de liquidos sao regidos por equacoes nao-lineares; e

3. o fendomeno de compressdo dos gases é regido por equacoes nido-lineares.

Em razao destes fatores, vamos restringir nossa andlise dos sistemas fluidicos a algumas
situacoes onde a andlise através de equacoes lineares é razoavelmente precisa. Tratare-
mos essencialmente dos casos envolvendo liquidos incompressiveis, escoando através de
recipientes e tubulacoes de secdo transversal constante.
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A capacitancia fluidica é o termo usado para descrever a capacidade de um fluido
armazenar energia sob a forma de energia potencial. Em um reservatério de secao trans-
versal constante, como o esquematizado na figura 5.54, supoe-se um fluxo de fluido sendo
admitido de vazdo ¢(t). Durante um pequeno intervalo de tempo At, este fluxo pode ser
considerado aproximadamente constante, de forma que o volume adicional de fluido AV
que entrou no reservatorio é dado por:

< Pressao P,

. < Pressao P,

Figura 5.54: Capacitancia fluidica em recipiente com fluido incompressivel

AV
At

av

AV ~q(t)At = =q(t)

=q(t)

At—0 dt

Se o recipiente tem secdo transversal constante e de drea A, o volume de fluido é:

dV dh dh
dt dt q(*) (5-37)

V(t)=A-h(t) o

Em razao das pressoes P, e P, sao exercidas forcas sobre o fluido no recipiente, forcas
iguais ao produto da pressao pela area:

F,=PA F,=PRA

Também atua sobre o fluido a forga peso P, no mesmo sentido da forca Fi. Se p é a massa
especifica (ou densidade) do fluido, entao:

P =mg =pVg=pAhg
Como o bloco de fluido tem aceleragao vertical nula, o somatorio das forcas deve ser nulo:

1

onde P»; = P, — P, é a diferenca de pressao no recipiente. Substituindo-se a equacao 5.38
na equagao 5.37, chega-se a:

APy

q(t) = wa onde Cr= (5.39)

A
pg
A grandeza Cy é denominada capacitancia fluidica do reservatério, em razao da similari-
dade entre a equagdo 5.39 e a equagdo de um capacitor elétrico (i = C - dV/dt).

Para a determinacao da indutédncia fluidica, considere um bloco de liquido em mo-
vimento, conforme a figura 5.55, supondo todas as particulas do fluido com a mesma
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Figura 5.55: Induténcia fluidica em tubulagdo com fluido incompressivel

velocidade v e que a tubulacdo tem secdo transversal constante de drea A. Em razio das
pressoes P e P, , sao exercidas forcas sobre o fluido no recipiente, forcas essas dadas por:

F,=PA F,=PA
Aplicando-se a lei de Newton ao bloco de fluido:

dv dv dv
a = b=y = Pa=plg (540)
onde Py; = P, — P; é a diferenca de pressao. Sabe-se que a vazdo g em uma, tubulacao é

dada por:

F=m-a = F,—F =pA

dv 1Y\ dqg
— A ek e 5.41
=4 =y (A) dt (5.41)
Substituindo-se a equagdo 5.41 na equacgio 5.40, chega-se a:
d )
Pu(t)=1L fd—‘j onde  Lj;= % (5.42)

A grandeza L; = %} é denominada indutincia fluidica do reservatoério, em razao da si-

milaridade entre a equacdo 5.42 e a equacao que define o comportamento de um indutor
elétrico (v = L%). A indutancia fluidica geralmente pode ser desconsiderada na andlise

se a vazao nao variar bruscamente (% — 0) ou se as tubulagoes forem curtas (I — 0).

Antes de se definir a resisténcia fluidica, é importante que seja apresentado o Teorema
de Bernoulli. Considere o escoamento em regime estaciondrio de um fluido nao-viscoso
e incompressivel através de uma tubulacdo, conforme mostrado na figura 5.56. O trecho
mostrado de tubulagdo tem diferentes se¢oes transversais em seu inicio e seu término (A;
e Ay, respectivamente). Os trechos de drea A; e Ay encontram-se em diferentes alturas
(h1 e hg, respectivamente). Na parte inicial da tubulagao a pressao é P; e a velocidade
média é v1; na parte final a pressao é P, e a velocidade média ¢é vs.

O trabalho de uma forga é igual ao produto da for¢a pelo deslocamento realizado:

W =Fd

Na figura 5.56, desprezando-se os atritos, as forcas que realizam trabalho sobre o sis-
tema sao as forcas de pressao F; = Py Ay e Fy = P, Ay, que atuam nas extremidades da
tubulagao, e a forga da gravidade.

Enquanto o fluido escoa através do tubo, o efeito resultante é o transporte de uma
porcao de fluido representada pela drea hachurada, que se move no inicio da tubulacao,
empurra o fluido e faz surgir movimento no fim da tubulacdo. Pode-se determinar o
trabalho realizado pelas forcas da seguinte forma:
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Figura 5.56: Escoamento de um fluido através de uma tubulacao de drea e altura varidveis

e 0o trabalho realizado pela forca de pressao F; é W1 = P A1Alq;

e o trabalho realizado pela forca de pressio Fy é W2 = Py AsAls (o sinal negativo
indica que a forca se opoe ao deslocamento); e

e o trabalho realizado pela forca peso estd associado & elevagao da porcao de fluido
representada pela area hachurada desde a altura h; até a altura hs. Esse trabalho
vale Wy = —mg(hy — h1), onde m corresponde & massa da por¢ao de fluido.

O trabalho W realizado sobre o sistema pela forca resultante é dado por:
W = W1 + W2 + Wg = PlAlAll — PQAQAZQ — mg(hg — hl)

Mas A1All = AyAl2 equivale ao volume da porcdao de fluido representado pela area
hachurada, que pode ser expresso por m/p, sendo p a densidade do fluido. Assim:

W:@-&%—erm) (5.43)

O teorema do trabalho-energia estabelece que o trabalho realizado pela resultante das
forcas que atuam em um sistema é igual & variacao de energia cinética do sistema. A
variacao de energia cinética do elemento de fluido é:

2 2
W=AE, =22 MU (5.44)
2 2
Igualando-se as equagoes 5.43 e 5.44, chega-se a:
m mv?  mu?
(P —P)— —mglhy —h))=—=—— =
p 2 2
pvt pv3
Pr+ =5 = pghi = Py + == — pghs (5.45)

Como os indices 1 e 2 na equacao 5.45 se referem a duas posicoes quaisquer, pode-se
extender sua validade para toda a tubulacao e escrever:

P + pv? — pgh = constante

Esta é a equacao de Bernoulli para escoamento estaciondrio, com fluido incompressivel e
nao-viscoso, publicada em 1738.
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Existe uma relacdo definida entre a velocidade do fluido e a pressao diferencial em
qualquer dispositivo gerador de queda de pressao. Tendo deduzido o teorema de Bernoulli,
busca-se agora deduzir esta equagao de vazao correspondente a perdas de carga localizadas
(concentradas) e distribuidas, a fim de se determinar os valores da resisténcia fluidica.

5.6.1 Perdas concentradas

A dedugdo a seguir serd voltada para o caso das perdas de carga localizadas causadas
por restrices na linha. O estrangulamento, correspondente a uma mudanca na &rea
transversal de passagem do fluido, é exemplificado na figura 5.57.

A =2y,
I
Figura 5.57: Estrangulamento em uma tubulacao

Partindo-se da equagdo 5.45 e assumindo-se que o estrangulamento estd em posicao
horizontal (h; = hg), resulta:

2 2
v (Y
P+l op P2 2

2(P, — P 2P
o 2B ) 2P (5.46)
2 2 p p
Como ndo ha perda de fluido, a vazao g nos dois lados da restricdo é a mesma:
g=vd = v = (5.47)
Ay
g=vods = vy= 0 (5.48)
A
Substituindo-se as equagoes 5.47 e 5.48 na equagao 5.46:
2 2 2 2
¢ g9 _ 2Py AT — A3\ o
— ——5=— = Ppp= =
Ba 2= o 24743 )]
Py = Ryq? (5.49)

A equacdo 5.49 é puramente tedrica, principalmente pelos seguintes motivos:

e 30 contrdrio do que foi suposto na deducao, as velocidades nas se¢oes 1 e 2 ndo sdo
uniformemente distribuidas e iguais a vy e vy, respectivamente;

e hi uma diferenca entre a drea real do orificio As e a drea ainda menor onde efetiva-
mente ocorre escoamento (denominada vena contracta); e

e parte da energia é perdida devido & turbuléncia no fluido.

Um coeficiente de descarga C' geralmente é incluido para levar em consideragao estes
fatores. O coeficiente de descarga, que é um nimero menor que 1, é definido como sendo
a relagdo entre a vazao real (g,) e a vazdo tedrica (q;):

c=1I
qt
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Com isso, o valor real da resisténcia fluidica R; é:

et ()
o\ 24222

Os valores do coeficiente de descarga sao o resultado de estudos experimentais realiza-
dos para os diversos tipos de restricao usualmente empregados. Na pratica da engenharia
de controle, ao invés de se determinar experimentalmente o coeficiente de descarga C'
para em seguida se calcular a resisténcia fluidica Ry, se parte logo para a determinagao
experimental do valor final da resisténcia fluidica.

Praticamente todas as demais situacoes de escoamento através de singularidades (cur-
vas, cotovelos, orificios, entrada e saida de tubulagoes em vasos, filtros, etc.) sao regidas
por equagcoes similares & equacao 5.49, onde a queda de pressao é proporcional ao quadrado
da vazao e o valor da constante Ry varia de caso a caso de acordo com o tipo de restrigao,
geralmente sendo determinada experimentalmente.

A equacdo 5.49 define a relacdo entre a queda de pressdo e a vazao em uma restricao,
com a constante R; fazendo o papel da resisténcia fluidica da restricdo. Ao contririo da
equagao correspondente para sistemas elétricos, que é a lei de Ohm (v = Ri), a equagao
5.49 é uma equacao nao-linear, o que faz com que nao haja uma equivaléncia direta entre
a resisténcia fluidica e a resisténcia elétrica para este tipo de perda de carga.

Para contornar esta dificuldade, geralmente se trabalha com uma versao desta equagao
linearizada em torno de uma vazao média gpo:

Ag=q—qpo
P=R;* = AP=R;Aq onde AP =P —Ppo=P—Rigpo (5.50)
Ry =2R¢qpo

A equagdo linearizada 5.50 é a equivalente a lei de Ohm para sistemas fluidicos.

5.6.2 Perdas distribuidas

Antes de definir a resisténcia fluidica, devem ser apresentados os conceitos de escoamento
laminar e escoamento turbulento. No escoamento laminar, as moléculas de fluido se mo-
vem com velocidades aproximadamente paralelas as paredes do duto, enquanto que no
escoamento turbulento as moléculas se movem em todas as diregoes. A figura 5.58 apre-
senta os perfis de velocidade do fluido na tubulacdo para estes dois tipos de escoamento
(em “V” para o laminar e em frente reta para turbulento).

Laminar Turbulento
}z 87‘

Figura 5.58: Perfis de velocidade em escoamentos laminares e turbulentos

A caracterizacao do tipo de escoamento pode ser feita usando o niimero de Reynolds
(Re), que é um valor adimensional que permite saber se um escoamento é laminar ou
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turbulento. O escoamento é laminar se R, < 1100 e turbulento se R, > 3500. O niimero
de Reynolds é dado por:

R == (5.51)

onde:

massa especifica (densidade) do fluido;
didmetro interno da tubulagao;

velocidade média do fluido na tubulagio; e
viscosidade absoluta do fluido.

A principal perda distribuida nos sistemas de controle fluidicos diz respeito aos esco-
amentos através de trechos retos de tubulacdo com secao tranversal constante. A com-
provacao experimental permite deduzir equagoes para trés situacoes distintas:

e Escoamento turbulento em tubos rugosos: Pjs = qu2
e Escoamento turbulento em tubos lisos: Pio = R fq1'75
e Escoamento laminar ou através de meio poroso: P2 = Rrq

E importante notar que a relacdo entre queda de pressao e vazao é linear para escoamentos
laminares, como no caso de um tubo capilar * ou escoamentos lentos. Para escoamentos
laminares em dutos, a resisténcia fluidica é dada por

1281
Ry = wdt

onde:

d: didmetro interno da tubulacao;
l: comprimento do trecho reto da tubulacao; e
w: viscosidade absoluta do fluido.

5.6.3 Equivaléncia com circuitos elétricos

Os circuitos equivalentes elétricos correspondentes aos sistemas fluidicos linearizados po-
dem ser obtidos respeitando-se as equivaléncias indicadas na tabela 5.4.

Sistema fluidico Sistema elétrico
Pressao P Tensao v
Vazao q Corrente
Capacitancia fluidica C Capacitor Cy
Resisténcia fluidica linearizada R g Resistor Ry
Indutancia fluidica L Indutor Ly

Tabela 5.4: Equivaléncia entre sistemas fluidicos e sistemas elétricos

4Um tubo capilar é um duto de didmetro bastante reduzido.
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Exemplo 5.6-A: Tanque com escoamento livre

Seja o tanque de secao transversal constante mostrado na figura 5.59. As vazoes de
entrada e de saida de um fluido incompressivel no recipiente sdo g; e q,, respectivamente,
sendo a vazao de entrada imposta por uma bomba externa. A resisténcia fluidica Ry
modela a perda de carga no orificio de saida. O comprimento da tubulagdo de saida é
suficientemente pequeno para que a indutancia fluidica possa ser desprezada. Determine
a relacao entre a altura da coluna de fluido h e a vazao de entrada g;.

Ry

;/\_> 9o

Figura 5.59: Tanque com escoamento livre do exemplo 5.6-A

O equivalente elétrico do sistema é mostrado na figura 5.60. A tensdo no né corresponde
a pressdo P no fundo do recipiente e a tensio de referréncia (“terra”) corresponde & pressao
atmosférica. A relacdo entre P e ¢; pode ser estabelecida a partir da andlise do circuito:

P

Figura 5.60: Equivalente elétrico do tanque com escoamento livre da figura 5.59

% =4qc+ Qo
w=ClaPId) L op (—1 ) VP

90 = \/ P/ Ry

A partir das equacoes 5.38 e 5.39, sabe-se que:

Cy=— P =pgh = AiL—{—( ]p%—g)\/ﬁzqi
f

Uma versao linearizada desta equacgdo pode ser obtida caso se utilize a equacao 5.50 (e
ndo a equacio 5.49) para a determinagio do fluxo de saida g, em funcio da pressio P. B

Exemplo 5.6-B: Dois tanques interligados
Obtenha circuitos elétricos equivalentes aos dois sistemas fluidicos com tanques inter-
ligados da maneira apresentada na figura 5.61.
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A grande diferenca entre os dois sistemas é que, no sistema (a), o fluxo ¢; se dé entre
um ponto sujeito & pressao P; e a pressao P,, correspondentes as pressoes no fundo dos
dois recipientes, respectivamente. J& no sistema (b), o fluxo ¢; se dd entre um ponto
sujeito & pressao P e a pressao atmosférica, de maneira similar ao sistema da figura 5.59.

\,E?‘\—»‘Iz
| b
S h | a1
B . RPN
@1 S T haseee
O I 1
v A y A\ y A
R R R,

Figura 5.61: Sistemas com dois tanques do exemplo 5.6-B

P R P

P P
qr q2 q Q2
(@ Cl—l— au Cz—l— Ry () %(+)Ch Ry qihy Co Ry
1 1 1

Figura 5.62: Equivalentes elétricos dos sistemas da figura 5.61

A figura 5.62 apresenta os circuitos equivalentes aos sistemas com dois tanques interli-
gados da figura 5.61. Para levar em conta no sistema (b) que o fluxo de saida do primeiro
tanque é o fluxo de entrada do segundo, utilizou-se uma fonte dependente de corrente. B

Exemplo 5.6-C:

A figura 5.63 apresenta um modelo simplificado de um sistema, de abastecimento d’dgua
de uma cidade, onde ¢2(t) representa o consumo instantaneo de 4gua. Adotanto a hipétese
simplificadora de que a agua é incompressivel, obtenha um circuito elétrico equivalente.

M

: 1 ¢ ___l:\___

] > e | o
‘|

Figura 5.63: Diagrama do sistema de abastecimento simplificado do exemplo 5.6-C
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Pela equagdo de Bernoulli (equacdo 5.45), a diferenca de altura entre os dois tanques
pode ser modelada como uma fonte de pressao constante de valor pgH. Com isto, o sistema
da figura 5.63 pode ser modelado pelo equivalente elétrico da figura 5.64. A resisténcia R;
e a impedancia L; modelam, respectivamente, a resisténcia fluidica e a impedancia fluidica
da tubulagao entre os tanques.

Rt Lt ‘P2
pgH a
+ Co=— C‘ q2
Py C’l—l—

Figura 5.64: Equivalente elétrico do sistema de abastecimento da figura 5.63

C1 e (9 s3o as capacitancias fluidicas dos dois recipientes. Pode-se incluir uma, re-
sisténcia em série com a fonte de corrente para modelar a resisténcia fluidica da segunda
tubulacao, mas ela seria irrelevante para a andlise do circuito. B

Exemplo 5.6-D:

Um fluido incompressivel flui a uma vazdo ¢;(t) para um cilindro através de uma
restri¢do, conforme mostrado na figura 5.65. P(t) é a pressdo no interior do cilindro e Py é
a pressao constante a montante da restricdo. Dentro do cilindro um pistao é forcado para
a direita & medida em que a pressdo P(t) cresce. Uma mola ideal resiste ao movimento
do pistao, sendo que a pressao no cilindro do lado da mola é atmosférica. O pistao estd
inicialmente na posicao z(t) = 0 quando P = 0, e nesta posi¢do a mola nao estd nem
comprimida nem distendida. Assuma que o pistdo tenha massa e atrito despreziveis.
Escreva as equagoes que descrevem o movimento linear z(¢) do pistao e calcule a posigao
estaciondria que o pistao ird alcancar.

P z=0
g _>:[><]:: P ||\
Restrigdo ==

Figura 5.65: Sistema fluidico com pistao e mola do exemplo 5.6-D

Se Ry ¢ a resisténcia fluidica da restrigao, entao:
PyP(t) = Ryq*(t)

O volume de fluido V (¢) contido no cilindro é:

V() = / ddt = )=V = P —Pt) =RV
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Sendo A a area da sec¢do transversal do cilindro:
V(t)=Az(t) = Py—P(t)= RfAQJv?(t)
O fluido pressurizado exerce sobre o pistdo uma forca Fp(t), dada por:

Fp(t) Fp(t)

Fp(t) = AP(t) = P()=-5 -

= RfAQj:2 (t)

= Py-

O pistao tem massa desprezivel, de modo que somatério das forgas atuantes sobre ele é
nulo. Portanto, a forca exercida pelo fluido deve ser igual a forga elastica exercida pela
mola, que é suposta ter uma constante elastica k:

Fp(t) = Fk(t) = Fp(t) = k)l’(t) = PO —

P2 + (#) 2(t) = (ﬁ) P, (5.52)

A equagao 5.52 descreve o comportamento de z(¢) em fungao da pressao externa Pj.
Quando o sistema atingir o regime estacionério, &(t) = 0 e z(t) terd o seu valor de regime,
denotado zg5g. Com isso:

k 1 A
<RfA3) res = (RfAQ) B = oss = (E> F

Nota-se que o valor estacionario do deslocamento do pistao independe da resisténcia
fluidica da restricdo. A resisténcia influenciard apenas o tempo necessirio para que o
sistema atinja o regime estacionario. H

Rl _ peai) o

5.7 Sistemas térmicos (A FAZER)

ESTA SECAO AINDA NAO FOI ESCRITA.
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Exercicios

A. Obtenha um diagrama de blocos equivalente ao circuito elétrico a seguir, representando
cada um dos componentes por um bloco elementar. Calcule a fung¢do de transferéncia
G(s) = Vo(s)/V (s) por reducao do diagrama de blocos e usando a férmula de Mason.

R L N

v Ro Vo

B. Trens de levitacdo magnética flutuam sobre uma pequena camada de ar. A forca de
levitagao F, é controlada pela corrente no enrolamento de levitacao ¢ e é dada por FL =
ki—i, onde z é a espessura da camada de ar entre o trem e os trilhos. Esta forca se opoe a
forca peso (F' = mg, m é a massa do trem). Modele a espessura z em fun¢ao da corrente
de controle ¢ e linearize o modelo obtido no ponto de equilibrio do sistema quando 7 = ipg.

C. No sistema representado pela vista superior a seguir, obtenha a equacao diferencial que
descreve o deslocamento linear x do corpo, partindo da hipétese que o corpo tem uma
massa M e uma velocidade inicial v,. A massa estd conectado as paredes por duas molas
de constante eldstica K e desliza sobre uma superficie com um coeficiente de atrito b.
Nenhuma forga externa é aplicada ao sistema.

D. Determine a fungdo de transferéncia Y (s)/F(s) para o sistema da figura a seguir. Calcule
a relacdo entre os parametros M, e k1o de forma que a massa M; nao vibre quando
f(t) = asin(wpt) (ou seja, ndo haja componentes de freqiiéncia wy na saida).

L |%Z/1 |%y2
1

A b
M (NN M
n

] — f
A 010 OO

Superficie sem atrito

E. O sistema de suspensdo para uma roda de um modelo antigo de caminhonete é ilustrado
na figura a seguir. A massa do veiculo é m; e a massa da roda é my. A mola da suspensao
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tem uma constante eldstica k1 e o pneu tem uma constante eldstica ko. A constante de
amortecimento do amortecedor é f. Obtenha a funcao de transferéncia Yi(s)/X(s), que
representa a resposta do veiculo a irregularidades na pista.

“t

. A figura a seguir mostra dois péndulos suspensos em articulagoes sem atrito e conectados
no meio da barra por uma mola. Assuma que que cada péndulo possa ser representado por
uma massa pontual M presa no final de uma barra de comprimento L e massa desprezivel.
Também assuma que o deslocamento é pequeno (o que implica que a mola permanece
aproximadamente na horizontal) e que aproximagoes lineares podem ser feitas para o seno
e 0 cosseno. A mola localizada no meio das barras encontra-se em repouso (nem distendida
nem contraida) quando 6y = 6,. A forca de entrada é representada por f(t), aplicada no
centro da barra da esquerda. Obtenha as equagoes do movimento para 05(t).

. Obtenha um circuito elétrico equivalente ao sistema da figura a seguir, onde um motor DC
acionado pela armadura através de um amplificador gira um eixo, ao qual estd acoplado
uma engrenagem de raio r1. Na outra engrenagem, de raio ro, estd conectada uma carga
de momento de inércia J. A indutincia de armadura do motor DC e os atritos sao
despreziveis. Sabe-se que a constante do motor é K, (ou seja, o torque gerado é 7 = K,
e a tensdo induzida na armadura é vy = K,,w) e que a inércia do rotor do motor é J,,

Ka

[ =
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H. Um motor DC controlado pela armadura estd atuando sobre uma carga. A tensao de
entrada é de 5V. A velocidade no instante t = 2s é de 30rad/s e a velocidade de regime é
de 70rad/s quando t — oco. Determine a fungéo de trasferéncia w(s)/V(s).

I. Em um tanque, o nivel de dgua h(t) é controlado por um sistema em malha aberta, como
mostrado na figura. Um motor DC controlado pela corrente de armadura gira um eixo,
abrindo uma vélvula. A indutincia do motor DC e os atritos sdo despreziveis. A altura
da coluna de 4gua é:

h(t) = / [1.60(t)h(1)]dt

Sabendo que a constante do motor é K, = 10 (ou seja, o torque gerado é 7 = K,i, € a
tensdo induzida na armadura é v, = K,,w) e que a inércia do rotor do motor e da vilvula
é J =6 x 103 kgm?, determine a funcio de transferéncia H(s)/V (s).

Amplificador

109 ‘a
—

v |k, =50

J. Usando um circuito elétrico equivalente, determine a funcao de transferéncia entre a altura
he e o fluxo ¢; para o sistema hidrdulico mostrado na figura a seguir. Determine ho(?)
supondo um fluxo ¢;(¢) constante. Despreze a inércia hidrdulica.

AT Q2

R1 R2

K. Um processo industrial exige que a temperatura 8 do material sendo misturado em um
tanque seja mantida constante. O sistema completo, mostrado na figura, tem a tensao
r como entrada, calibrada em termos da temperatura desejada. A temperatura efetiva é
medida através de um termopar imerso no tanque. A voltagem produzida no termopar
é amplificada para produzir uma voltagem b = Kpf. O sinal atuante e é amplificado
para produzir a voltagem e;. Essa voltagem energiza o solendide, que tem resisténcia R
e induténcia L, produzindo uma forca proporcional & corrente do solenéide, f; = K,is.
Essa forga age na massa M, atrito B e mola de retencdo K da armadura do solendide
e da valvula para controlar a posicdo x da védlvula. A posicdo da véalvula, a seu turno,
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controla o fluxo ¢ de 4gua quente na serpentina de aquecimento, ¢ = Kyz. A temperatura
do tanque é diretamente proporcional ao fluxo de 4gua com um tempo de atraso, ou seja,
0 =K./(s+a).

1. Desenhe um diagrama de blocos mostrando cada componente desse sistema. Inter-
conecte os blocos, entitulando a entrada e a saida de cada bloco explicitamente.
2. Determine a funcio de transferéncia de cada bloco e do sistema como um todo.

Caldeira 4
quente

D I
—>

+ -
Exaust3o Serpentin
de dgua 9

€1
-

AN
— =0

ﬁ
4y}

Amplificado
s

M,B.K
Solendide Termopar

Amplificador

L. Na figura a seguir estd representado um sistema onde um recipiente contendo um liquido
de densidade p estd apoiado sobre uma mola de constante eldstica k. A vazao de entrada
de liquido no recipiente é Q; e a vazio de saida é dada por Q, = avh, onde h é a altura
da coluna de liquido. As massas do recipiente e da plataforma que o apdia podem ser
desprezadas. Obtenha um modelo (ndo-linear) para este sistema, relacionando a vazao Q;
com a posicao = da plataforma. Adote x = 0 como sendo a posicdo em que a plataforma
se mantém em repouso quando nao hé liquido no recipiente.

M. Determine um circuito equivalente elétrico para o sistema do esquema a seguir, onde
dois recipientes de secdo transversal constante e igual contendo um liquido incompressivel
estao posicionados nas duas extremidades de uma gangorra e ligados entre si por um
tubo flexivel. Indique as relagoes entre hi, hy e 8 e as respectivas grandezas relacionadas
no sistema elétrico. Os recipientes se apéiam em plataformas pivotantes, de modo que
podem ser considerados como estando sempre na posicdo vertical. As massas da gangorra
e das bases pivotantes sdo despreziveis, bem como o atrito no movimento de rotacdo da
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gangorra. O tubo é suficientemente delgado para que a inércia da adgua em movimento
no seu interior possa ser desconsiderada e para que o escoamento seja laminar. Assuma
conhecidas as constantes necessdrias para modelar o sistema: 4rea dos recipientes (A),
densidade do liquido (p), resisténcia fluidica do tubo (Ry), aceleracao da gravidade (g),
comprimento () da gangorra, etc.

h

T
|
|
|

. Dois motores CC com ima permanente estao conectados a um mesmo corpo através de
dois sistemas pinhao-cremalheira e duas molas, conforme o esquema a seguir. Obtenha
um modelo no espaco de estados que relacione a posicao x do corpo com as tensoes v
e v9 aplicadas nos dois motores. O deslizamento das cremalheiras sobre a superficie de
apoio acontece praticamente sem atrito. O momento de inércia do pinhdo e a massa da
cremalheira sao negligencidveis. O atrito entre o corpo e a superficie pode ser considerado
viscoso. A induténcia de armadura dos dois motores é desprezivel. Assuma conhecidas
as constantes necessirias para modelar o sistema: resisténcias de armadura (R; e Rp),
constantes do motor (K; e K3) e momentos de inércia dos rotores (J; e J2) das miquinas,
raios (r1 e 7r9) das engrenagens, constantes eldsticas (ki1 e ko) das molas, coeficiente de
atrito viscoso (b) entre o corpo e o solo, massa (M) do corpo, etc.

+'U1_ —U2+

Motor 1 Motor 2

W1 Wa
T

k1 M k1
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Capitulo 6

Propriedades dos sistemas

6.1 Introducao

A obtencao de um modelo matemaético para um sistema, abordada nos capitulos anteriores,
tem como uma das razoes principal a necessidade de se deduzir propriedades dos processos
a serem controlados, sem que seja preciso realizar-se ensaios exaustivos com o sistema.

Uma das principais propriedades em engenharia de controle é a da estabilidade. A
estabilidade nos garante que, apés um periodo transitério, o sistema se fixard em um modo
de funcionamento permanente, o que pode nao ocorrer para um sistema instavel. Sabendo
que um sistema instavel podera exibir uma resposta erratica e destrutiva, o controle deve
se assegurar que o sistema é estavel, com uma resposta limitada e controlavel.

Outras propriedades importantes dos sistemas sao a controlabilidade e a observabi-
lidade, que sao definidas quando se adota para o sistema uma representacao no espaco
de estados. A controlabilidade diz respeito & capacidade de se poder levar o sistema a
qualquer estado desejado, enquanto que a observabilidade se refere & possibilidade de se
deduzir o estado do sistema a partir da observacao dos seus sinais de entrada e de saida.

Este capitulo apresentard inicialmente as ferramentas que atestam a estabilidade de
um sistema, a partir do seu modelo matematico. Em seguida, serdo também expostos os
métodos para se verificar se um dado sistema é observavel e/ou controldvel.

6.2 O conceito de estabilidade

Existem diversas definicbes de estabilidade, quase todas equivalentes ao se tratar de sis-
temas lineares. Adotaremos a definicdo que diz que um sistema qualquer é estivel se e
somente se sua saida for limitada para toda e qualquer entrada limitada. Este enunciado
é conhecido como a definicao BIBO (Bounded Input, Bounded Output) de estabilidade.

A estabilidade de um sistema linear continuo pode ser determinada a partir da sua
funcgao de transferéncia (ou de sua matriz de transi¢do de estados). Mostra-se que uma
condicao necessiria e suficiente para que um sistema seja estdvel é que todos os pélos de
sua fun¢io de transferéncia (ou todos os autovalores da sua matriz de transicdo de estados)
tenham parte real negativa.
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A justificativa intuitiva para esta afirmagdo vem da andlise da resposta transitéria (ou
resposta natural) dos sistemas. Se um sistema tem func¢io de transferéncia G(s) dada por:

N(s) _ N(s)
D(s) ~ (stp)(s +p2) (s + )

entdo o seu sinal de saida Y'(s), para um sinal de entrada U(s), pode ser decomposto em
fragbes parciais da seguinte forma:
c1 ) Cn

Y(s) = GaU(s) = et o e ()

onde Yy (s) representa o somatdrio das fragoes parciais correspondentes aos termos intro-
duzidos pelo sinal de entrada U(s). Se u(t) é limitado, a saida y,(t), ou saida forcada,
também serd limitada, pois a saida forcada tem a mesma natureza que o sinal de entrada.
Desta forma, a possibilidade de surgimento de um sinal de saida ilimitado para uma en-
trada limitada vem dos termos correspondentes aos pélos da funcao de transferéncia.

Ha4 seis possiveis tipos de pélos para um sistema, conforme indica a figura 6.1. Os ter-
mos em fragoes parciais correspondentes a cada um deles geram as seguintes componentes
no sinal de saida:

Sy

Y
Ve

‘ @) ) ®) (4) ‘ (6)

Figura 6.1: Possiveis localizagoes dos pélos e sua influéncia no sinal de saida

1. polos reais negativos: exponencial descrescente y(t) = Me™%;

2. pélos complexos com parte real negativa: sendide exponencialmente amortecida
y(t) = Me % sin(wt + ¢);

. polos na origem: sinal constante y(t) = M;

polos imagindrios puros: senéide constante y(t) = M sin(wt + ¢);

5. péblos complexos com parte real positiva: sendide exponencialmente crescente y(t) =

Me sin(wt + ¢); e
6. pdlos reais positivos: exponencial crescente y(t) = Me“t.

=~ W

Se todos os pdlos do sistema tém parte real negativa, eles se enquadram nos casos (1
p b ) q
ou (2) acima, de modo que gerardo sinais que desaparecerao com o tempo. Assim, pode-se
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garantir que qualquer sinal de entrada limitado gerard um sinal de saida limitado, pois
apés um tempo suficientemente longo restarao apenas os componentes forgcados do sinal
de saida. Por conseqiiéncia, o sistema serd estavel.

Se o sistema tiver ao menos um pdlo com parte real positiva, o pélo em questao se
enquadra em um dos casos (5) ou (6) acima, o que gerard um sinal que tende para infinito.
Portanto, independentemente de qual seja o sinal de entrada aplicado, o sinal de saida
tenderd para infinito e consequentemente o sistema é instivel.

Quando o sistema tem pdlos com parte real nula, que correspondem aos casos (3) e (4)
acima, o sistema ¢é dito marginalmente estdvel se todos os demais pélos tiverem parte real
negativa. Estes sistemas geram sinais de saida limitados para alguns sinais de entrada e
ilimitados para outros. Como a definicao de estabilidade exige que o sinal de saida seja
limitado para qualquer sinal de entrada limitado, os sistemas marginalmente estaveis sao
considerados instaveis.

Para o caso (3) com um pélo na origem, a saida serd limitada se o sinal de entrada
tiver valor médio nulo, ou tenderd para infinito no caso contrario. Por exemplo, uma
entrada senoidal gerara uma saida cossenoidal limitada, enquanto que uma entrada degrau
gerard uma saida em rampa que tende para infinito. Para o caso (4) com um par de
polos imagindrios +jw, a saida serd limitada desde que o sinal de entrada nao contenha
componentes senoidais de freqiiéncia w, caso em que a saida tenderd para infinito.

Um exemplo clissico de sistema marginalmente estiavel é mostrado na figura 6.2. A
ponte Tacoma Narrows, no estado de Washington, EUA, foi aberta ao trifego em julho
de 1940. Notou-se que a ponte apresentava oscilagoes sempre que o vento soprava. Em
novembro de 1940, uma determinada rajada de vento produziu uma oscilagao que cresceu
em amplitude até que a ponte se partiu. Este comportamento indica que o modelo da
ponte apresentava um par de pdlos em +jw, ou préximos desta localizacdo. Quando
ocorreu uma rajada de vento com um comportamento oscilatério préximo da freqiiéncia
w, a oscilacao de saida tendeu a crescer até que a estrutura nao resistiu. A primeira foto
da figura 6.2 mostra o inicio da oscilagao, enquanto a segunda mostra o final da catédstrofe.

Figura 6.2: Acidente ocasionado por instabilidade da ponte Tacoma Narrows, EUA
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6.3 O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

Por volta de 1800, A. Hurwitz e E.J. Routh publicaram independentemente um método
para investigar a estabilidade de um sistema linear continuo, considerando a equagao
caracteristica do sistema. A equacfo caracteristica é escrita como:

A(s) = apsp + 18" + -+ ap_15+a, =0

Para se afirmar a estabilidade de um sistema continuo, é necessirio que se determine
se alguma das raizes de A(s) = 0 estd no semiplano direito do plano s. Se a equagio
caracteristica for fatorada em termos dos pélos p1,po, -+, pn, temos:

ao(s —p1)(s —p2) -+ (s —pn) =0
Multiplicando-se os fatores, acha-se que:

A(s) = ags™ — ag(p1 4+ p2 + -+ + pn)s" L + ag(p1p2 + pips + paps + -+ )s™ 2
— ao(p1pap3 + p1papa)s” 2 + -+ +ag(—1)"(p1p2 -+ -pp) =0

Em outras palavras:

A(s) = ags™ — ag(soma. de todas as rafzes)s™ "

+ ag(soma do produto das raizes tomadas 2 a 2)s" 2
— ag(soma do produto das raizes tomadas 3 a 3)s" >
+ -+ 4+ ag(—1)"(produto das n raizes) =0

Este resultado mostra que todos os coeficientes do polinémio devem ter o mesmo sinal
se todas as raizes estao no semiplano esquerdo. Além disso, todos os coeficientes devem
ser nao-nulos. Estas condigdes, embora necessirias, ndo sdo suficientes para garantir a
estabilidade. Por exemplo, a equacao

3+ s2+2s+8

satisfaz estas duas condigoes mas tem raizes —2 e 0.5 + 71.9365, sendo que o par de pélos
complexos € instavel.

O critério de Routh-Hurwitz é uma condicao necessdria e suficiente para a estabilidade
de um sistema. O procedimento se baseia em uma tabela derivada dos coeficientes do
polinémio caracteristico, montada da seguinte forma:

sn

ayg a2 a4 Gg
s"1a a3 as ay
g2 bo by by

sn3 bi by by

s Yo Y2
s Y1 Y3
81 A
SO z1
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onde ag, a1, ,a, sdo os coeficientes do polindémio e:
a1a2 — apgas aj1a4 — apas a10¢ — agay
bp=—"——"7"—" bp=——7—— by =——m——
a1 ai ai
boas — a1by boas — a1by boar — a1bg
bp=———-= by=————— by =—————
bo bo bo
_ Y1Y2 — Yoy3 _2y3s —0
2y = 7 =———— =13 -
n 20

Se o polinémio é de ordem n, a tabela de Routh-Hurwitz terd n linhas. As duas ultimas
linhas da tabela (correspondentes a s e a s') terdo uma coluna; as duas linhas seguintes
(correspondentes a s? e a s3) terdo duas colunas; e assim sucessivamente. Note-se que o
dltimo termo de todas as linhas pares! é idéntico.

O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz estabelece que o ntimero de raizes da
equacao caracteristica com parte real positiva é igual ao niimero de mudancas de sinal
na primeira coluna da tabela. Este critério requer portanto que todos os elementos da
primeira coluna tenham o mesmo sinal para que o sistema seja estavel. O resultado nao
se altera quando todos os coeficientes de uma mesma linha sdo multiplicados ou divididos
por um numero positivo, o que muitas vezes pode ser util para simplificar o cdlculo.

Exemplo 6.3-A:
Determine a estabilidade de um sistema descrito pela fungao de transferéncia:
N(s) N(s)
~ D(s) 85+ 2543534452+ 115+ 10

A tabela de Routh-Hurwitz para a equagao caracteristica é:

s° 1 3 11
st 2 4 10
s° 1 6

52 —8 10
st | =725

s 10

Houve duas mudancas de sinal, o que implica que o sistema tem dois pélos com parte real
positiva e que portanto é instdvel. Este resultado pode ser confirmado determinando-se as
raizes da equacgao caracteristica, que sao —1.1066, —1.2501 + 51.2944 e 0.8034 + ;51.4647.
Este 1ltimo par de pdlos complexos causa a instabilidade do sistema. H

Algumas situagoes particulares podem ocorrer quando o primeiro elemento de uma
linha é nulo. Neste contexto, devem ser analisados dois casos distintos:

e 0 primeiro elemento da linha é nulo e hé pelo menos um outro elemento da mesma
linha nao-nulo; ou

4

! As linhas pares sao aquelas que correspondentes a s°, s2, s*, etc.
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e todos os elementos de uma linha sdo nulos (esta situagdo inclui o caso da linha com
um tdnico elemento nulo).

Quando o primeiro elemento de uma, linha é nulo e ha pelo menos um elemento nao-nulo
na mesma linha, o elemento nulo pode ser substituido por um pequeno niimero positivo e;
faz-se em seguida € tender a zero e verifica-se o nimero de mudangas de sinal na tabela.

Exemplo 6.3-B:

Determine a estabilidade de um sistema descrito pela fungao de transferéncia:
N(s) _ N(s)
D(s) 85+ 2s%+2s3 + 452 + 115+ 10

G(s) =

A tabela de Routh-Hurwitz para a equagdo caracteristica é:

0 1 2 11 £ 1 2 1
st 2 4 10 sl 2 4 10
s° € 6 2| 40 6

s? @ 10 €i>0 $2| —o0 10

st % st 6

50 10 s9 1 10

Houve duas mudancas de sinal, o que implica que o sistema tem dois pdlos com parte
real positiva e que portanto é instavel. Este resultado estd correto, tendo em vista que as
raizes da equacao caracteristica sao —1.3087, —1.2407 £ j1.0375 e 0.8950 £+ 51.4561. W

Quando ocorre uma linha com todos os elementos nulos na tabela de Routh-Hurwitz,
isto indica que o polinémio contém singularidades que estao simetricamente dispostas em
torno da origem do plano “s”. Logo, ocorrem fatores como (s+0)(s—0o) ou (s+jw)(s—jw).
Conseqiientemente, o sistema é instivel ou pelo menos marginalmente estivel.

Nesta situacao, a linha que imediatamente precede a linha nula na tabela fornece os
coeficientes do chamado polindémio auziliar. As raizes deste polindmio P(s) sao os pdlos
da equacao caracteristica responsaveis pelo aparecimento da linha nula.

Exemplo 6.3-C:

Determine a estabilidade de um sistema descrito pela fungao de transferéncia:
N(s) _ N(s)
"~ D(s) s*+3s34+6s24+125+8

A tabela de Routh-Hurwitz para a equagio caracteristica é:

s*]1 6 8

s313 12

212 8 = P(s)=25*+8 = s==%j2
1

s |0

917

Este sistema tem dois pélos imagindrios puros e é portanto marginalmente estavel. B
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Exemplo 6.3-D:

Um sistema com um ganho ajustdvel K é descrito pela funcdo de transferéncia:
N(s) _ N(s)
D(s) s*+ Ks3+6s2+ 125+ 8

G(s) =

Determine a faixa de valores de K para os quais o sistema é estavel.
A tabela de Routh-Hurwitz para a equacao caracteristica é:

st 1 6 8
s3 K 12
52 6K§12 8
sl —8K24+72K—144
6K—12
sY 8

Para que o sistema seja estdvel, é necessario que todos os coeficientes da primeira coluna
da tabela sejam maiores que zero. Isto leva ao seguinte sistema de inequacoes:

K>0 K >0
6K —12>0 = K >2
—8K?+ 72K — 144 > 0 K>3 ¢ K<6

O sistema sera estdavel se todas as inequagoes forem satisfeitas simultaneamente. Logo,
conclui-se que o sistema serd estavel para qualquer valor do ganho tal que 3 < K < 6. &

6.4 Analise de estabilidade relativa

O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz d4 a resposta quanto & questao da estabilidade
absoluta. Isto, em muitos casos praticos, ndo é suficiente, pois é freqiiente a necessidade
de informacoes sobre a estabilidade relativa do sistema.

A estabilidade relativa de um sistema pode ser definida em termos do tempo de decai-
mento dos termos introduzidos pelos pélos do sistema no seu sinal de saida: quanto menor
este tempo, maior a estabilidade relativa do sistema. Para sistemas instaveis, este tempo
é infinito, o que implica em uma estabilidade relativa nula. A propriedade da estabilidade
relativa é diretamente relacionada & parte real dos pdlos do sistema.

Uma abordagem ttil para se examinar a estabilidade relativa é deslocar o eixo ima-
ginario no plano s e em seguida aplicar o critério de Routh-Hurwitz no novo polinémio
caracteristico. Isto é, faz-se a substituigdo:

~

Ss=8—0 o constante

na equacao caracteristica do sistema, escreve-se o novo polinémio em termos de § e aplica-
se o critério neste novo polindmio. O nimero de mudancas de sinal na primeira coluna da
tabela serd igual ao nimero de raizes do polindmio original que estdo localizados a direita
da linha vertical s = —o.
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6.5 O critério de estabilidade de Jury

Em razao do exposto na secao 3.9, da mesma forma que a estabilidade de um sistema, linear
continuo estd intrinsicamente relacionada ao fato de todos os pdlos do sistema estarem
situados no semiplano esquerdo do plano complexo, a estabilidade de um sistema linear
discreto tem como condicdo necessdria e suficiente o fato de todos os pélos do sistema
estarem dentro do circulo de raio unitario do plano complexo. Isto se deve a relagao entre
os pélos ps de um sistema continuo e os pélos p, do mesmo sistema quando amostrado
por um segurador de ordem zero ser dada pela equacao 3.26, ou seja:

Pz = epT

Dai, percebe-se facilmente que pélos continuos estdveis (com parte real negativa) gerardao
pélos complexos com mddulo menor que 1, e vice-versa.

Portanto, para se afirmar a estabilidade de um sistema discreto, deve-se garantir que
todas as raizes da equacao caracteristica tém maédulo inferior a 1. A equacao caracteristica,
A(z) = 0, é escrita como:

Alz) =apz" +a12" ' 4+ +ap, 12+ a, =0
Se a equacao caracteristica for fatorada em termos dos pélos p1,p2,- - , pp, temos:
A(z) = ao(z —p1)(z —p2) -+~ (2 — pu)

Supondo-se que o sistema seja estdvel, o valor do produto de todos os termos (z — p;) vai
ser sempre positivo quando z = 1, pelos seguintes motivos:

e Se o pdlo p; for real, a suposi¢do de que o sistema é estdvel implica que |p;| < 1.
Logo, o termo (1 — p;) gerard um valor positivo.

e Se o polo p; for complexo, pode ser expresso na forma polar, p; = Me/? = cos 6 +
jsinf. Como os polos complexos sempre aparecem aos pares, seu conjugado p; =
Me 79 também serd pélo, e o produto (1 — p;)(1 — p}) gerarad um valor positivo?:

(1 - M%) (1 - Me %) =1—- Me® — Me 7 + M? =1+ M? — 2M cos 9

De modo similar, mostra-se que todos os termos (z—p;) sdo negativos quando z = —1. Dal,
pode-se estabelecer que todo sistema estavel com ay > 0 obedece as seguintes condigoes:

A1) >0 (=1)"A(=1)>0

Estas condicGes, embora necessdrias, ndo sao suficientes para garantir a estabilidade. Por
exemplo, a equagao:
Alz) =22 +22+22+8

satisfaz estas duas condigbes mas tem raizes —2 e 0.5 = 51.9365, sendo que o pdlo real é
instavel.

20 valor minimo de f(M) =1+ M? — 2M cos @ ocorre para M = cos, e é igual a sin” 4.
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O critério de Jury é uma condi¢cdo necessdria e suficiente para a estabilidade de um
sistema, discreto. O procedimento, tal como o critério de Routh-Hurwitz, se baseia em uma,
tabela derivada dos coeficientes do polinémio caracteristico, montada da seguinte forma:

ap aj *tt OGp—-1 QAp
_ _a
an  Gp-1 " a1 ag Qp = _Eg‘
n—1 n—1 n—1
ag a; Op_1 )
e
n—1 n—2 n—1 _ a, 4
ap 1 Qp 9 a Qp_1 = _ag_l
ay  af
1 1 a3
a a a = —=
1 0 al
——
)
onde:
k=1 _ k k
a; = a; — Qlp_;
_ k) k
o = —(ag/ag)

A primeira e a segunda linhas da tabela de Jury sdo os coeficientes da equagao carac-
teristica A(z) = apz" + a12" ' 4+...+a, = 0 em ordem direta e reversa, respectivamente.
A terceira linha é obtida multiplicando-se a segunda linha por a,, = —(a,/ag) € somando-
se o resultado com a primeira linha. O 1ltimo elemento na terceira linha é portanto zero.
A quarta linha é a terceira linha na ordem reversa. O esquema é entao repetido até que
se chegue & 1ultima linha, com um tnico elemento.

O teste de estabilidade de Jury estabelece que, se ag > 0, entdao a equagao caracteristica
A(z) tem todos os pélos dentro do circulo unitério se e somente se todos os af, k =
0,1,--- ,n—1 sdo positivos. Se nenhum af é zero, entdo o niimero de af negativos é igual

ao numero de raizes fora do circulo unitario.

Exemplo 6.5-A:
Determine a regiao de valores possiveis para os parametros a; e as de tal forma que
um sistema descrito pela fungao de transferéncia discreta a seguir seja estavel:

N(z)
G(z)= 53—
z¢+ a1z + ao
A tabela de Jury é:
1 a1 a2
ao a1 1 a9 = —a9
1—(a2)’ = (1-a2)(1+a2) a1 —aiaz =ai(l—ap)
ar(1 — as) (1—a2)(1 +a2) o =~

(1 —a2)(1 +ap) - 7((“)14(_2;@2)
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Todas as raizes da equagao caracteristica estao dentro do circulo unitario se:

1-— (a2)2 >0
1 _
1+ap [( +a2) (al)}>0
Isto leva as condigoes:
as <1
az > —1+a;

as > —1—aq

az

A
R

Figura 6.3: Area de estabilidade para uma equagao discreta de segunda ordem

A drea de estabilidade no plano a1 X as que corresponde ao atendimento destas trés
condicoes é mostrada na figura 6.3. W

6.6 Controlabilidade

Seja um sistema linear continuo descrito por um modelo no espago de estados, ou seja:

{:’c:Ax+Bu 61)

y = Cx + Du

Este sistema é dito ser controldvel se sempre existe um sinal de controle u(t) que transfira
o sistema de qualquer estado inicial x(0) para qualquer outro estado desejado, x(t).

Pode-se determinar se um sistema de ordem n é controlivel examinando-se a sua matriz
de controlabilidade P, que depende unicamente das matrizes A e B:

P=[B AB A’B -.- A"'B] (6.2)

No caso geral, para que o sistema seja controldvel, o posto® da matriz de controlabilidade
deve ser igual & ordem do sistema:

postoP =n (6.3)

30 posto de uma matriz é o nimero de linhas (ou de colunas) linearmente independentes desta matriz.
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Para um sistema monovaridvel, P é uma matriz quadrada n X n. Logo, se o determinante
da matriz de controlabilidade for nao-nulo, o sistema é controlavel:

detP # 0 (6.4)

Um outro método de se determinar se um sistema é controlavel é desenhar o diagrama
de fluxo de sinal correspondente ao modelo no espago de estados e em seguida verificar se ha
um caminho do sinal de controle para cada uma das varidveis de estado. Se estes caminhos
existem, entao cada varidvel de estado pode ser controlada e o sistema é controlavel.

Na se¢do 2.7.2, uma das formas usuais de obtengao da representagido no espaco de esta-
dos de um sistema a partir da funcao de transferéncia foi denominada de forma candnica
controldvel. A figura 2.14 mostra a representacdo em diagrama de blocos deste tipo de
modelo, que corresponde ao grafo de fluxo de sinal da figura 6.4. Nota-se que ha um
caminho direto do sinal de controle para cada uma das varidveis de estado, o que faz com
que os sistemas representados por esta forma candnica sejam sempre controliveis.

Y
N —
1 1 ¢ 1 °
bl b2 bn—l bn
Ue 1 1/s ® 1/s 1/s ° 1/s °
T Tp—1 T2 Z1
ai a2 Ap—1 an
-1 o 1 1 é

Figura 6.4: Grafo de fluxo de sinal correspondente a forma candénica controlavel

Exemplo 6.6-A: Controlabilidade de um sistema de segunda ordem
Determine as condicoes de controlabilidade de um sistema representado pelas equacoes
de estado:

T = —2x1 +u To = —3x9 + dx Y = To
O grafo de fluxo de sinal deste sistema estd representado na figura 6.5. Se d = 0, nao

existe um caminho direto do sinal de controle para a varidvel de estado z2. Portanto, o
sistema s6 é controlavel se d # 0.

Figura 6.5: Grafo de fluxo de sinal do exemplo 6.6-A
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Pode-se confirmar este resultado através da matriz de controlabilidade. Para este

sistema:
-2 0 1 -2
A=l Y 5= am =[]

1 -2
0 d

Com isto:

P=[B AB]:{ ] = detP=d

O determinante da matriz de controlabilidade é igual a d, que s6 é nao-nulo se d for
nao-nulo, de modo que esta é a condicdo para que o sistema seja controldvel. B

6.6.1 Controlabilidade em sistemas discretos (A FAZER)

Esta secao ainda nao foi feita.

6.7 Observabilidade

A propriedade da observabilidade refere-se & habilidade de se estimar as varidveis de estado.
Seja um sistema linear continuo descrito pelo modelo no espaco de estados da equagado 6.1.
Este sistema é dito ser observavel se, e somente se, hd um tempo finito 7" tal que o estado
inicial x(0) pode ser determinado a partir da observagio do sinal de saida y(¢),0 <t < T,
conhecido o sinal de controle u(t),0 < ¢ <T.

Pode-se determinar se um sistema de ordem 7 é observivel examinando-se a sua matriz
de observabilidade Q, que depende unicamente das matrizes A e C:

C
CA

Q= | cA’ (6.5)

CA™!

No caso geral, para que o sistema seja observavel, o posto da matriz de observabilidade
deve ser igual & ordem do sistema:

postoQ = n (6.6)

Para um sistema monovaridvel, Q é uma matriz quadrada n x n. Logo, se o determinante
da matriz de observabilidade for ndo-nulo, o sistema é observavel:

detQ # 0 (6.7)

Diz-se que um sistema é observavel se a saida tem um componente devido a cada
varidvel de estado. Assim, um outro método de se determinar se um sistema é observavel
é desenhar o diagrama de fluxo de sinal correspondente ao modelo no espago de estados e
verificar se h4 um caminho de cada uma das varidveis de estado para o sinal de saida.
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Na secao 2.7.2, uma das formas usuais de obtencao da representagdo no espaco de esta-
dos de um sistema a partir da funcdo de transferéncia foi denominada de forma candnica
observdvel. A figura 2.15 mostra a representacao em diagrama de blocos deste tipo de
modelo, que corresponde ao grafo de fluxo de sinal da figura 6.6. Nota-se que ha um
caminho direto de cada uma das varidveis de estado para o sinal de saida, o que faz com
que os sistemas representados por esta forma candnica sejam sempre observaveis.

bn_1 b2 bl
Z1 T2 Tp—1 Tn
ud bn 1/s ° 1 3 1/s 1 1/s o 1 3 1/s 1 P
—an —Qp—1 —az —a1

Figura 6.6: Grafo de fluxo de sinal correspondente a forma candnica observavel

Exemplo 6.7-A: Determinacao de controlabilidade e observabilidade
Determine se o sistema representado pelas equagoes de estado a seguir é controlavel e

observavel:
)'c:[_21 (l)]x—l—[_ll]u y:[l 1]x
Para este sistema:
AB = [_22] P=[B AB|= {_11 _22]
ca=li 1 a=[cal=[i 1

Tanto o determinante da matriz P quanto da matriz Q sao nulos, o que demonstra que
este sistema nao é nem controldvel nem observavel. B

6.7.1 Observabilidade em sistemas discretos (A FAZER)

Esta secao ainda nao foi feita.
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Exercicios

. Resolva o seguinte sistema de inequagoes:

k2 + 4k +3
k(k +2)
k

k+1

>0

0

. Utilizando o critério de Routh-Hurwitz, determine a estabilidade e o ntiimero de raizes no
semiplano direito dos polinémios abaixo:

83+ 752 + 165+ 10

s* + 1253 + 5452 + 108s + 80

s* 4+ 783 +12.25%2 4+ 11.05s

s® + 3s* + 2843 + 22652 + 600s + 400

83 +13s% +33s + 30
s* 425 4+2524+3s+6
st +s3+22+95+5
s34+ 55> +8s+6

B o =
© N oo

. Para um sistema de controle com realimentacao negativa unitédria e fun¢ao de transferéncia
em malha aberta a seguir, determine os valores de K para os quais o sistema é estavel.

K(s+2)

Gls) = s(s+5)(s2+2s+5)

. Um sistema de controle com realimentagao negativa unitaria cuja funcao de transferéncia
em malha aberta é dada a seguir tem dois parametros a serem selecionados (k; e ko):

s+ 1083 + kys? + 2s

G(s)

Represente graficamente a regido de estabilidade do sistema em termos de k1 e ks.

. Utilizando o critério de Jury, determine a estabilidade e, quando possivel, o niimero de
raizes fora do circulo unitirio dos polinémios abaixo:

1. 22-1524+0.9 4. 234522 -0.252 —1.25
2. 23 -322422-0.5 5. 23 —1.722 +1.72 = 0.7
3. 25 —-2224+22-0.5 6. 22 +1.722+1.72+0.7

. Considere um sistema com realimentacao negativa unitiria e funcdo de transferéncia dis-
creta em malha aberta G(z) a seguir. Determine os valores de K para os quais o sistema

em malha fechada é estavel.
4z +1

G(e) = K22 +24+0.16

. Considere o sistema amostrado da figura a seguir. Assuma que a amostragem é feita
periodicamente com periodo T' e que o conversor DA implementa um segurador de ordem
zero. A lei de controle implementada pelo controlador é uy = K (g — yx)-
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1. Qual é o maior valor do ganho K do controlador para o qual o sistema amostrado
em malha fechada é estavel?

2. Compare o resultado anterior com a faixa de estabilidade do sistema continuo cor-
respondente, ou seja, excluindo-se os conversores AD e DA e implementando-se um
controlador u(t) = K|r(t) — y(t)].

Tk —» U u(t
Controlador — Con[\)/zrsor ( )> G(s)=1 - y(t)

yr_ [ Conversor |¥(t)
AD -

H. Assuma que o sistema descrito pela equacido de diferencas:
Yk — 1.2y 1 + 0.5y 2 = 0.4ug 1 + 0.8ug o
é controlado pela lei de controle uy = —Kyj.

1. Determine para quais valores de K o sistema em malha fechada é estavel.
2. Assuma agora que hd um atraso computacional no controlador, de forma que a lei
de controle é up, = —Kyi_1. Para quais valores de K o novo sistema, é estiavel?

I. Um sistema, é representado pela equagao de estados a seguir:

-1 0 0 1
x=|0 -2 0|x+ |1]|u y=1[1 0 2]x
0 0 3 0

1. Desenhe o diagrama de fluxo de sinal correspondente a este modelo, indicando as
varidveis de estado.

2. Determine se o sistema é controlavel.

3. Determine se o sistema, é observavel.

J. Um sistema é representado pela equagdo de estados a seguir. Para quais valores de b; e

by o sistema é controlavel?
. |10 n b1
=10 2|7 by

K. Um sistema tem uma fungao de transferéncia a seguir. Obtenha para este sistema, se
possivel, uma representagao em varidveis de estado que seja controlavel e observavel.

4

Gls) = s(s% + 5s + 4)

L. Um sistema é representado pela seguinte equacgao diferencial:

d?y dy du
29 9% _ =
P

onde y é a saida e u é a entrada.
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1. Desenvolva a representacdo deste sistema na forma candnica controldvel e mostre que
(obviamente) ela é controldvel.

2. Defina as varidveis de estado como sendo z1 = y e 29 = dy/dt — u e determine se este
novo sistema também é controldvel. Note que a controlabilidade é uma propriedade
do modelo, e ndo do sistema, pois depende da defini¢do das varidveis de estado.



Capitulo 7

Analise em regime permanente

7.1 Introducao

A propriedade da estabilidade nos garante que, apés um periodo transitorio, o sistema se
fixard em um modo de funcionamento permanente. A anilise em regime permanente se
preocupa nao apenas em ter certeza que o sistema estabilizard em um modo de comporta-
mento estdvel, mas também em garantir que este modo de comportamento para o qual o
sistema, vai evoluir corresponde ao comportamento desejado. Dito de outra forma, trata-se
da andlise do chamado erro estaciondrio, ou erro de regime, do sistema, que constitui o
principal conceito abordado neste capitulo.

7.2 Erro estacionario

Um sistema de controle é 1itil porque permite ao engenheiro ajustar o comportamento da
saida a partir do sinal de entrada. O erro estaciondrio, ou erro de regime, é a diferenca
entre os sinais de entrada e de saida depois que todos os sinais transitérios decairam,
deixando apenas a resposta permanente no sinal de saida. Esta andlise evidentemente sé
faz sentido para sistemas estdveis.

A diminuicdo da sensibilidade do erro estacionario as variagbes nos parametros do
sistema, é uma das principais razoes para se utilizar realimentacao em sistemas de controle.
Isto pode ser demonstrado calculando-se o erro de regime para os dois tipos de sistema.

R(s) | G(s) .. C(s) R(s) G(s) C(s)

Figura 7.1: Sistemas tipicos em malha aberta e em malha fechada

Para um sistema em malha aberta da figura 7.1 a transformada de Laplace do erro é:

E(s) = R(s) = C(s) = [1 = G(s)]R(s)
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O erro do sistema com realimentagdo negativa unitdria da figura 7.1 é tal que:

G(s) 1
E(s)=R(s)-C(s)=[1-G R(s)=|1-——|R(s) = |———| R
(5) = Ble) = C1e) = 1= Gur(eR(s) = |1~ TP s | B9 = | 1y | RO
Para calcular o valor estaciondrio do erro egg, utiliza-se o teorema do valor final da trans-
formada de Laplace:

ess = lime(t) = limsE(s)

Utilizando uma entrada degrau unitario nos dois sistemas para efeito de comparagao,
obtém para o sistema em malha aberta:

ess = li_I}I(l)S[l —G(s)]R(s) = gims[l — G(s)]% = ‘li_I)I(l)[l —G(s)] =1-G(0)

—0

Para o sistema em malha fechada, tem-se:

T 1 1 1
ess = 00° [1 +G(s)] s 1+G(0)

O valor de G(s) quando s = 0 é normalmente denominado ganho CC, pois d4 o fator
de multiplicacdo em regime entre entrada e saida para uma entrada degrau. Nota-se que
o sistema em malha aberta pode ter um erro estaciondrio nulo simplesmente ajustando-se
o valor do ganho CC para que o sistema tenha G(0) = 1. Qual é entdo a vantagem do
sistema em malha fechada neste caso?

No sistema em malha aberta, pode-se calibrar o sistema de forma que G(0) = 1,
mas durante a operacdo do sistema é inevitdvel que os parametros de G(s) mudem por
envelhecimento ou por mudanca das condicoes do ambiente. Como se trata de um sistema
em malha aberta, o erro estacionrio permanecers diferente de zero até que o sistema seja
recalibrado. Ja o sistema em malha fechada continuamente monitora o erro e gera um
sinal de entrada para a planta de forma a reduzir o valor de regime do erro.

A menor sensibilidade a variacGes nos parametros dos sistemas em malha fechada pode
ser percebida em um exemplo. Seja uma planta com funcao de transferéncia:

O erro estacionario em malha aberta é:
ess=1—-G0)=1—-K

Este erro pode ser feito nulo adotando-se K = 1. Para o sistema em malha fechada,

1
C1+G(0) 1+ K

655

Neste caso, o erro nunca é nulo. Pode-se reduzi-lo adotando um ganho elevado. Por
exemplo, para K = 100, o erro estaciondrio seria de egg = 0.0099. Comparando-se estas
duas situacoes, a configuracao em malha aberta parece ser superior.
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A vantagem da realimentagdo aparece quando ocorrem variagdes nos parametros. Por
exemplo, vamos supor uma, variacdo de 20% no valor do ganho K. No sistema em malha
aberta, o ganho passa de K =1 a K = 0.8, o que faz com que o erro em regime passe
de esg = 0 a egs = 0.2. J4 no sistema em malha fechada, o ganho passa de K = 100
a K = 80, o que faz com que o erro em regime passe de egg = 0.0099 a egs = 0.012.
A variacao de 20% no valor do ganho se refletiu integralmente no sinal de saida no caso
em malha aberta, enquanto que no sistema em malha fechada ocorreu uma variagao de
apenas 0.21% no valor do sinal de saida.

7.3 Erro atuante estacionario

Para sistemas realimentados, além do erro tradicional (diferencga entre o sinal de entrada e
o sinal de saida), define-se também o erro atuante e,(t), que é a diferenca entre o sinal de
entrada e o sinal realimentado. A figura 7.2 ilustra esta defini¢ao do erro atuante: note-se
que, para sistemas com realimentagido negativa unitiria onde H(s) = 1, o erro e o erro
atuante sao equivalentes.

G(s) C(s)

H(s) J

Figura 7.2: Definicao do erro atuante

Da figura 7.2:

1

Bals) = B(s) = H(5)C(s) = R(s) — HE)GOEals) = Fals) = 1 gm0

R(s)

Da mesma forma que para o erro, pode-se calcular o erro atuante estaciondrio (ou seja, o
valor de regime do erro atuante) utilizando o teorema do valor final da transformada de
Laplace:

L s L sR(s)
cass = Jimea(t) = lmsFa(s) = lim oSG

E 1til, para efeito de comparacao, determinar-se o erro atuante estacionirio para trés
entradas bastante usuais em andlise de sistemas de controle: entrada degrau, entrada
rampa e entrada parabola.

7.3.1 Entrada degrau

O erro atuante estaciondrio para uma entrada degrau unitario r(t) =1 é de:

cass = lim—2078) __ _ 1
"5 T 5501+ G(s)H(s) 1+ G(0)H(0)
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Claramente, é a funcdo de transferéncia de malha aberta G(s)H (s) que determina o erro
atuante estaciondrio. Esta funcao de transferéncia pode ser escrita de forma geral como:

K H(s + 2z;)
G(s)H(s) = —=

Q
s H(S + Pk)
k=1

O nimero N de integradores puros (ou seja, polos na origem) da fungao de transferéncia
em malha aberta do sistema é freqiientemente denominado o #ipo do sistema.
Para um sistema tipo 0 (N = 0), o erro atuante estaciondrio para entrada degrau é:

1 1

e = =

5T 1L GO)H(0) N Knlg?il z
k=1Pk

A constante G(0)H (0) é denominada K, a constante de erro de posi¢do, de modo que:

1
p

Para sistemas tipo 1 ou superior, o erro atuante estacionario para entrada degrau é
nulo, pois a constante K, tende a infinito.

7.3.2 Entrada rampa

O erro atuante estaciondrio para uma entrada rampa unitdrio r(t) = ¢ é de:

. s(1/s?) I 1 .
e =lim———————=lm——— = lim————
@55 7 5501+ G(s)H(s) s—0s+ sG(s)H(s) s-0sG(s)H(s)
Novamente, o erro atuante estacionario depende do tipo do sistema. Para um sistema
tipo 0, o erro atuante estaciondario é infinito. Para um sistema tipo 1:

: 1 1 1
€aSS = lim = =

sHkQ:1(5+Pk) Hszlpk

onde a constante K, é denominada constante de erro de velocidade. Para sistemas tipo 2
ou superior, o erro atuante estaciondrio para entrada rampa é nulo.

7.3.3 Entrada parabola
O erro atuante estaciondrio para uma entrada pardbola unitdrio 7(t) = #2/2 é de:

ass = lm—5)__ L
aSS s—01 + G(s)H(s) ~ s—052G(s)H(s)
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Para sistemas tipo 0 ou tipo 1, o erro atuante estaciondrio é infinito. Para um sistema
tipo 2, obtém-se:
1 1

[ == — = —
GSS KHi\il 2 Ka
HkQ:1 Pk

onde a constante K, é denominada constante de erro de aceleragao. Para sistemas tipo 3
ou superior, o erro atuante estacionario para entrada parabola é nulo.

O sumadrio do erro atuante estaciondrio para as trés entradas principais dos varios tipos
de sistema é sumarizado na tabela 7.1. Se o sistema em malha aberta tem p integradores,
entdo o erro serd zero em regime (desde que o sistema em malha fechada seja estdvel) para
sinais de referéncia que sdo polinémios de ordem menor ou igual a p — 1. Para o caso
mais frequiente da entrada degrau (polindémio de ordem zero), é importante lembrar que
um tnico polo na origem garante o erro atuante estacionario nulo.

Tipo Entrada
do sistema | Degrau | Rampa | Pardbola
1
0 -
1+K, | >
1
1 0 — 00
) 1
2 0 —
0 X,
3 0 0 0

Tabela 7.1: Sumaério das férmulas de cdlculo do erro atuante estacionario

Como ilustragio, a figura 7.3 apresenta o comportamento esperado de um sistema tipo
1 com realimentagdo negativa unitdria para os trés tipos de entrada. O sinal de saida do
sistema segue perfeitamente uma entrada degrau, acompanha com atraso constante uma
entrada rampa e se distancia cada vez mais de uma entrada parabola.

Figura 7.3: Comportamento de um sistema tipo 1 para varios tipos de entrada

Para sistemas com realimentacao negativa unitaria, a andlise baseada no tipo do sis-
tema pode ser empregada para se determinar tanto o erro atuante estacionario quanto o
erro estaciondrio, ji que os dois sao idénticos. Quando a realimentacdo ndo é unitaria, a
determinacdo do erro estaciondrio deve ser feita a partir da andlise da funcdo de trans-
feréncia, como ilustra o exemplo 7.3-A a seguir.
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Exemplo 7.3-A:
Seja um sistema descrito pelo diagrama da figura 7.2 com

Gs) :s<sKTz) His) =3 i 1

Determine o erro atuante estaciondrio e o erro estaciondrio para este sistema supondo
entradas degrau, rampa e pariabola unitarios.
Para a determinagao do erro atuante estaciondrio:
2K
s(s+2)(s+4)
A constante de erro de velocidade do sistema é:
2K K
T 2.4 4
Como se trata de um sistema tipo 1, o erro estaciondrio para uma entrada degrau unitario
é nulo, vale 1/K,, = 4/ K para uma entrada rampa unitdria e é infinito para uma entrada
parabola unitéria.

Para o calculo do erro estaciondrio, é preciso determinar a funcao de transferéncia em
malha fecha do sistema:

GMF(S)

G(s)H(s) =

G(s) K(s+4)

T 1+G(s)H(s) s(s+2)(s+4)+2K

O erro estacionario é dado por:

[33 + 652+ (8 — K)s — 2K

R
534652 +8s+ 2K ] ()

Para uma entrada degrau unitario, R(s) =1/s e:

$$+6s2+ (8- K)s—2K| )
$3 + 652+ 8s+ 2K -

ess = lim
s—0

Para uma entrada rampa unitario, R(s) = 1/s? e:

$54+65°+ (8- K)s—2K] _
s(s3 +6s2+8s+2K) |

€gg = lim
s—0

Para uma entrada rampa unitdria, R(s) = 1/s? e:
s3+6s2+ (8 — K)s — 2K
= —00
s2(s3 + 652 + 8s + 2K)

Estes erros de regime acontecem porque hi uma diferenca entre o sinal de saida e o sinal
fornecido pelo sensor. B

ess = lim
s—0

7.4 Valores estaciondrios em sistemas discretos (A FAZER)

ESTA SECAO AINDA NAO FOI ESCRITA
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Exercicios

. Dado o sistema a seguir, calcule o erro de regime para entrada degrau, rampa e parabola.

+ 100
A‘Q—’ s(s+2)(s+5) >

. A funcao de transferéncia em malha aberta de um sistema com realimentacdo negativa

unitdria é dada a seguir. Calcule o erro de regime para uma entrada r(t) = 2 + 3t.
K(s+1)

s(s —1)(s? +4s + 16)

G(s) =

. Um sistema tem func¢ao de transferéncia em malha fechada dada por:

96(s + 3)
(s + 8)(s% + 8s + 36)

Gur(s) =

Determine o erro de regime para uma entrada degrau unitario.

. Mostre que o erro de regime em resposta a entradas em rampa é nulo para sistemas com
funcao de transferéncia em malha fechada dadas por:

Gn—18+ ap
s"+a1s" M4 +ay 15 +ay

GMF(S) =

. Para o sistema de controle a seguir:

1. determine o erro de regime para entradas degrau unitdrio quando Gp(s) =1; e
2. selecione um G)(s) tal que o erro de regime seja nulo para entradas degrau unitério.

+
— GP(S) s(slfi—2) :|_>
- s+3
s+0,1

F. Um sistema de controle realimentado com ruido no sensor e uma entrada de disturbio é

indicado na figura a seguir. O objetivo é estudar os efeitos do ruido e do distdrbio na
saida: assuma portanto R(s) =0 e sé uma das perturbagdes ndo-nulas de cada vez.

Disturbio D(s)

2 | €O
s+2

A

1

Ruido N(s) Sensor
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1. Determine C(s) e o erro de regime para D(s) = A/s.
2. Determine C(s) e o erro de regime para N(s) = B/s.

G. Deseja-se que o sistema de controle abaixo tenha erro estaciondrio para uma entrada
degrau menor que 5%. Determine a faixa de valores possiveis para a.

+ sta
$3+(1+a)s2+(a—1)s+(1—a)

\j

H. Um sistema com realimentacao negativa unitaria tem dois parametros a serem selecionados
(k e T) na sua funcao de transferéncia em malha aberta:

k(s +2)
GO = SaF T +29)

1. Trace as regioes de estabilidade do sistema no plano k x T'.
2. Selecione T e k tais que o erro estacionario para uma entrada em rampa seja menor
ou igual a 25% da magnitude da entrada.



Capitulo 8

Analise em regime transitorio

8.1 Introducao

A habilidade de se poder ajustar as respostas transitéria e estaciondria é uma das grandes
vantagens dos sistemas de controle. Para analisar e projetar um sistema, devemos definir e
medir seu desempenho, comparando-o com as especificagdes do projeto. A andlise quanto
ao atendimento das especificacoes de regime permanente foi feita no capitulo 7. Neste
capitulo veremos os métodos de anilise ligados ao comportamento do sistema durante a
fase transitoria inicial.

8.2 Sistemas de primeira ordem

Vamos considerar um sistema de primeira ordem genérico:

K
Ty =K = G(s)= 8.1
J+y=Ku (8) = 7o i1 (8.1)
Este sistema tem um pélo em s = —1/7". Suporemos 7" maior que zero, o que garante a

estabilidade do sistema. Para uma andlise inicial, faremos K = 1. Em uma situagao onde
K # 1, basta multiplicar o sinal de saida calculado por K.

A resposta y(t) do sistema da equacdo 8.1 a uma entrada degrau unitdrio, mostrada
na figura 8.1, é dada por:

y(t)

1 ______________
| I
| | !
1 | |
| ©, o Ny
™M © Tolll [e0}
(Q.| QI @_| QI
o ol (@] ol
|

Figura 8.1: Resposta de um sistema de primeira ordem a uma entrada degrau unitario
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1 1 1 1 1 ¢
R(s)== = Y(s)= S=t——— = y(t)=1-—eTT 8.2
(5) = - R e il )

A constante T' é conhecida como constante de tempo do sistema. Nota-se que a saida
de um sistema de primeira ordem atinge 63% do seu valor de regime apés T segundos;
95%, apos 3T segundos; e 98%, apds 4T segundos. Pode-se considerar portanto que um
sistema, de primeira ordem estara aproximadamente estabilizado apds decorrido um tempo
equivalente a trés constantes de tempo, caso se utilize uma tolerancia de 5%, ou a quatro
constantes de tempo, caso a tolerancia seja de 2%.

O tempo necessario para que o sinal de saida atinja praticamente o seu valor de regime
é conhecido como tempo de estabilizacdo e indicado por tgg. Para sistemas de primeira
ordem, o tempo de estabilizacao é conseqiientemente dado por:

tSS =3T (a 5%) tSS = 4T (a 2%) (83)

Quanto maior a constante de tempo, mais lentamente o sistema atinge a estabilizagao.
Como o péblo dos sistemas de primeira ordem se localiza em s = —1/T, quanto mais
afastado do eixo imagindrio estiver o pélo, mais rapidamente o sistema estabilizard. Estes
fatos estao ilustrados na figura 8.2.

y(®) Im
____________ rapidez na

T T

Figura 8.2: Influéncia da constante de tempo e do pélo no tempo de estabilizagdo

A resposta y(t) do sistema da equacao 8.1 a uma entrada rampa unitdria, mostrada
na figura 8.3, é dada por:

y(t) ,

1 1 1T T _t
R(s)== = Y(s):Ts+1-s_2:s_2_g+s+l = y@t)=t-T+Te T (8.4)
T
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Conforme se constata no grafico da figura 8.3, os sistemas de primeira ordem tém um
erro estaciondrio de valor T' para uma entrada rampa unitiria. Quanto menor a constante
de tempo, menor portanto serd este erro de regime.

8.3 Sistemas de segunda ordem canonicos

Vamos agora considerar um sistema de segunda ordem sem zeros genérico:

Kuw?
. . 2, g 2 _
T+ 2wny +wpy =Kwiu =  G(s) = o 25017:9 a2 (8.5)

A constante £ é denominada fator de amortecimento e a constante w,, freqiiéncia natural.
Suporemos ¢ e wy, maiores que zero, o que garante a estabilidade do sistema.

Inicialmente iremos considerar os sistemas com ganho K = 1. Por determinagao dos
pélos da funcao de transferéncia da equacao 8.5, constata-se que este tipo de sistema pode
recair em trés situacoes distintas, de acordo com o valor da constante &:

& > 1: O sistema tem dois polos reais distintos e é denominado sobreamortecido.
& = 1: O sistema tem dois pdlos reais iguais e é denominado criticamente amortecido.
¢ < 1: O sistema tem dois pdlos complexos conjugados e é denominado subamortecido.

8.3.1 Sistemas sobreamortecidos

Para £ > 1, o sistema tem dois polos reais distintos dados por:
plz_fwn+wn\/§2_1 p2:_5wn_wn\/£2_1
A resposta Y (s) do sistema a uma entrada degrau unitédrio é dada por:

wp 1 P1P2 1 1 c1 c2

Y(s) = D= L=

+
s+ 2€wps+wy s (s—pi)(s—p2) s s s—p1 Ss—po

onde:
1 1

NGRS PN S TR/

A resposta y(t) é dada por:

C1

y(t) =1 —c1e”t + cpeP?t =

1 L Vet _ 1 —erv/EDunt| (g4
NSNS E+vE-1

Nota-se que, quanto maior o valor de &, mais o segundo termo exponencial é desprezivel
em relacdo ao primeiro, tanto porque o coeficiente ¢, é menor do que ¢; quanto porque o
expoente da exponencial é maior em médulo, o que faz com que a expressdo decaia mais
rapidamente e sua influéncia no sinal de saida seja relevante por menos tempo. Portanto,
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quanto maior o valor de £, mais a saida de um sistema de segunda ordem sobreamortecido
se comporta como a saida de um sistema de primeira ordem, o que leva & possibilidade de
se trabalhar com um modelo aproximado:

2

(s) = Wn _ P1p2 . _h

824 2wps+ w2 (s—p1)(s—p2)  s—p1

O tempo de estabilizacdo tgg para os sistemas sobreamortecidos deve ser calculado
por resolugao numérica, determinando-se o instante em que a saida do sistema, dada pela
equacio 8.6, atinge 95% ou 98% do seu valor de regime. Entretanto, quando £ > 1 (na
pratica, £ > 1.2), o sistema tem o comportamento similar a0 de um sistema de primeira
ordem, o que faz com que o tempo de estabilizacdo seja aproximadamente determinado
pelas equacoes 8.3, levando-se em conta a constante de tempo do pdlo dominante:

4
|p1|

tss =~ 3Tqom = (a 5%) tss =~ 4Tgom = (a 2%) (8.7)

3
p1]
8.3.2 Sistemas criticamente amortecidos
Para £ = 1, o sistema tem dois pélos reais idénticos dados por:

pP1=p2= —Wn
A resposta y(t) do sistema a uma entrada degrau unitario é dada por:

w, 11 w 1
Y=oy 5= 5 m— t)=1—e "1 4+ w,t) (8.
R e R e OES BT (RO (L)

Para estes sistemas, o valor de tgg deve ser obtido por resolu¢do numérica, determi-
nando-se o instante em que a saida do sistema atinge 95% ou 98% do seu valor de regime.
Isto leva & resolucao das seguintes equagoes:

1— ewntss(l +wptss) =095 =  wptgg =474 = tgg =4.744T (a 5%)

8.9
1-— e"""tSS(l +wptss) =098 =  wptss =5.834 = tgg=>5.834T (a2%) (8.9)

Se o fator de amortecimento é préximo de um (£ ~ 1, na prética 0.8 < ¢ < 1.2), este sis-
tema sobreamortecido ou subamortecido é bastante similar a um criticamente amortecido,
de modo que as férmulas 8.9 podem ser utilizadas com um bom grau de aproximagao.

8.3.3 Sistemas subamortecidos

Para £ < 1, o sistema tem um par de pélos complexos conjugados dados por:

P12 = —€wn £ jwn/1 —& =0+ juwg
A resposta Y'(s) do sistema a uma entrada degrau unitirio é dada por:

w? 1 1 s 2wy,

— n - = — —
S OS2+ 2wps+ w2 s s $242wps+wl 82+ 2wys + w?

Y(s)
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A resposta y(t) deste sistema, por consulta a uma tabela de transformadas, é dada por:

y(t) =1 — efont (cos wqt +

\/%_62 sin wdt>

=1- \/e% sin (wdt + tan~! 7'15_62> (8.10)

A parte imagindria (wy) do pélo, denominada freqiiéncia natural amortecida, da a fre-
qiiéncia da componente oscilatéria do sinal de saida. A figura 8.4 apresenta uma evolugao
da forma do sinal de saida quando & varia de 0 a 1 para uma freqiiéncia natural unitiria
(wn, = 1). Nota-se que, quando o fator de amortecimento ¢ é igual a 0, a resposta se torna
nao amortecida e as oscilagdes permanecem indefinidamente.

Amortecimento

Figura 8.4: Resposta transitéria de um sistema subamortecido em funcao de &

O grafico do sinal de saida é mostrado na figura 8.5 para diversos valores de £ e com
wp, = 1, inclusive para o caso criticamente amortecimento (£ = 1) e para um caso sobrea-
mortecido (¢ > 1). Exceto para algumas aplicacoes bem particulares onde oscilagbes nio
podem ser toleradas, é normalmente desejavel que o sistema tenha um fator de amorte-
cimento entre 0.4 e 0.8. Valores pequenos de £ (£ < 0.4) geram sobressinais excessivos,
enquanto sistemas com valores maiores de £ (£ > 0.8) sdo desnecessariamente lentos.

Para sistemas subamortecidos de ganho 1 e para uma entrada degrau unitario, as
medidas de desempenho transitorio estdo representadas na figura 8.6. O tempo de subida
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15 T T T Tl

05

Tempo

Figura 8.5: Respostas de um sistema de segunda ordem com w, = 1 a uma entrada degrau

t, é 0 tempo necessario para que o sistema atinja pela primeira vez o seu valor de regime.
O tempo de estabilizacdo tgs é o tempo necessario para que o sinal de saida fique confinado
entre os valores (1 + €) e (1 — €), com € geralmente igual a 0.05 (5%) ou 0.02 (2%). O
sobressinal, ou overshoot, ¢ o maior pico do sinal de saida, medido a partir do valor de
regime. Geralmente se trabalha com o valor percentual do sobressinal. Finalmente, o
instante de pico t, ¢ o momento em que o pico do sobressinal ocorre.

y(®)
My_ __

1 NSobressinal

]. + €L _ JE D AN - - -

1_6__ ==\ - - - - = - T T T T

tr tp tss t

Figura 8.6: Medidas de desempenho de um sistema subamortecido

Para determinagao do tempo de subida, faz-se y(t) = 1 na equacao 8.10 e toma-se a
primeira solucdo. Com isso:

£ =~ tan=! <ﬂ> — L tan! (V ! _52) _r=p (8.11)

Wq —a Wq —f wq

onde o angulo § é definido como sendo o arco cosseno do fator de amortecimento (8 =
cos™! £), como mostra a figura 8.7.

O instante de pico pode ser obtido diferenciando-se a equagdo 8.10, igualando-se o
resultado a zero e tomando-se a primeira solucao nao-nula. Obtém-se o resultado:

ty = wld (8.12)
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Figura 8.7: Localizagao dos pélos complexos de um sistema subamortecido

O sobressinal é facilmente obtido a partir deste resultado, pois:

&
My=yt,)—1 = My=ec Vi-&" (8.13)

O tempo de estabilizacdo tgs é um pouco mais complexo de ser calculado. Para um
sistema subamortecido, a resposta transitéria é dada pela equacao 8.10. Adotando-se por
exemplo um critério de erro de 2%, a determinacio do tempo de estabilizacdo requer a
solucao das equagoes:

—&wnt 1— 2
- " i wgt+ tan— Y228 ) — 0,08
V1-¢2 £
—&wnt /1 — 2
1- L sin | wqt + tan™! 75 = 1.02
1-¢2 £

As raizes destas equagoes s6 podem ser determinadas por métodos numéricos, e cada uma
das equacoes pode ter nenhuma', uma ou mais de uma solucdo. O tempo de estabilizacio
tgs serd o maior valor dentre todas as raizes de ambas as equagoes.

Para muitos sistemas subamortecidos, entretanto, ndo ha necessidade de se fazer este
calculo extremamente preciso porém trabalhoso do tempo de estabilizacdo. O sinal de saida
y(t) sempre se mantém dentro do par de curvas envoltérias y (t) = 1+ (e=$“nt/ /1 — £2) e
y_ (1) = 1—(e7tnt/{/1 — £2), como mostrado na figura 8.8. Caso se possa garantir que as
curvas envoltorias ja decairam suficientemente para estarem dentro da faixa de tolerancia
1+¢, pode-se garantir que o sinal de saida também estara dai por diante dentro da faixa de
tolerdncia. Esta aproximacado é conservativa: o tempo de estabilizagao efetivo do sistema
serd sempre menor ou igual ao calculado utilizando-se esta aproximagao.

A constante de tempo das curvas envoltérias é T' = 1/€w,. Por comparagdo com os
resultados obtidos numericamente, mostra-se que, para sistemas onde 0 < £ < 0.8, vale a
hipétese simplificadora de supor que o tempo de estabilizacdo do sistema é aproximada-
mente dado pelo tempo de estabilizacdo das curvas envoltérias, ou seja:

4

3
tgg ~ 3T = Eur, (a 5%) tgg ~ 4T = for. (a 2%) (8.14)

! A primeira equagdo tem necessariamente a0 menos uma raiz.
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Figura 8.8: Curvas envoltérias da resposta de um sistema subamortecido

Quando mais o fator de amortecimento se aproxima da unidade (¢ — 1), mais o sis-
tema subamortecido se torna similar a um criticamente amortecido, o que faz com que as
férmulas da secao 8.3.2 possam ser utilizadas para obter um resultado aproximado.

Para demonstrar a validadade das diversas férmulas de célculo, a tabela 8.1 mostra o
valor do tempo de estabilizagao a 5% e a 2% calculado de maneira exata e aproximada
para sistemas de segunda ordem com w, = 1 e diversos valores de ¢, partindo do caso
subamortecido, passando pelo criticamente amortecido e chegando ao sobreamortecido.

¢ | tss 5% real | tgs aproximado | Erro | tgg 2% real | tgs aproximado | Erro
0.2 (eq. 8.7) % (eq. 8.7) %
0.4 (eq. 8.7) % (eq. 8.7) %
0.6 (eq. 8.7) % (eq. 8.7) %
0.8 (eq. 8.7) % (eq. 8.7) %
0.9 (eq. 8.9) % (eq. 8.9) %
1.0 (eq. 8.9) % (eq. 8.9) %
1.1 (eq. 8.9) % (eq. 8.9) %
1.2 (eq. 8.14) % (eq. 8.14) %
15 (eq. 8.14) % (eq. 8.14) %
2.0 (eq. 8.14) % (eq. 8.14) %

Tabela 8.1: Tempos de estabilizacao exatos e aproximados para sistemas de segunda ordem

Exemplo 8.3-A:
Para o sistema de controle da figura 8.9, determine valores para as constantes g e p de
maneira que:

e 0 sobressinal seja inferior a 5%;

e 0 tempo de estabilizacao seja inferior a 4s; e

e satisfeitas as restrigoes anteriores, o sistema atinja o mais rapidamente possivel o
seu valor de regime (tempo de subida minimo) e o ganho ¢ seja 0 menor possivel.
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B(s) ()~ & Y(s)

Figura 8.9: Sistema de controle do exemplo 8.3-A

A funcéo de transferéncia em malha fechada do sistema, é:

g g Kw?

n

s(s+p)+g s2+ps+g 2+ 2wps+w?
P
K=1 = =
f 2\/§ Wnp, \/g

Como o sobressinal deve ser inferior a 5%:

GMF(S) =

& .
M,<5% = e V=& <005 = ¢&>0.69

O tempo de subida aumenta quando ¢ aumenta. Para ter o menor tempo de subida
possivel, e consequentemente atingir o mais rapidamente possivel o valor de regime, o
valor de & deve ser o menor possivel. Adotaremos portanto £ = 0.7.

O tempo de estabilizacao deve ser inferior a 4s. Como nao foi especificada uma to-
lerancia, adotaremos 2%. Logo:

4
tss <4 = —<4 = wy,>143
gwn

Para que o ganho g seja o menor possivel, a freqiéncia natural w, deve ser a menor
possivel. Adotaremos portanto w, = 1.44. Com isso:

g=w2=20736 p=2w, = 2.016

Estes sao os valores 6timos de projeto com base nas especificagoes de desempenho. B

8.4 Sistemas de segunda ordem nao-candnicos

Os resultados obtidos na secao 8.3 sao corretos apenas para uma, funcdo de transferéncia
sem zeros finitos. Se o sistema de segunda ordem possui zeros localizados préximos do(s)
pélo(s) dominante(s), os zeros vao influenciar a resposta transitéria do sistema.

Vamos tomar como base um sistema genérico de segunda ordem com um zero:

G(s) = w2(Ts+1)
82 + 2wy + w2

No caso subamortecido, este sistema tem pélos com parte real £w, e um zero em —1/T.
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Vamos verificar a influéncia do zero supondo w, = 1 e em duas situagoes: ¢ = 0.2
e ¢ = 0.625. Por simulacdo numérica gerou-se o sinal de saida desses sistemas em cinco
casos distintos: T = 0 (ou seja, sistema candnico sem zero), 1/T = 10éw,, (em mddulo,
o zero é 10 vezes maior que a parte real do pélo), 1/T = béw, (o zero é 5 vezes maior),
1/T = &w, (o zero e a parte real do pélo sdo iguais) e 1/T = —5fw,, (o zero estd no
semiplano direito). Na figura 8.10 vé-se o sinal de saida dos sistemas com ¢ = 0.2 e
¢ = 0.625, respectivamente, para as diversas localizagoes do zero. Com base nos sinais
simulados, determinou-se numericamente para cada caso o valor do sobressinal e do tempo
de estabilizacao do sistema, valores estes que estao indicados na tabela 8.2

5.0

T=0.00 -> sem zero
T=0.50 -> z=10Re(p) —----
40 R 1.00 ->z=5Re(p) ------
. : k =5.00 ->z= Re(p) -~
K T=-1.00 -> z=-5Re(p) ———

30 ¢

T=0.00 -> sem zero
T=0.16 -> z=10Re(p) ————
T=0.32->z=5Re(p) ------
1.60 -> z= Re(p) -

T=-0.32 -> z=-5Re(p) ———

Figura 8.10: Influéncia de um zero na resposta ao degrau de um sistema

Pelos comportamentos exibidos na figura 8.10 e na tabela 8.2, nota-se que o zero tem
uma influéncia marcante no sobressinal dos sistemas de segunda ordem quando ele se
localiza préximo dos pélos dominantes. A influéncia sobre o tempo de estabilizagdo nao é
muito significativa, exceto nos casos extremos. Quando o zero estd muito mais afastado do
eixo imagindrio que o pdlo, seus efeitos sao despreziveis tanto sobre o sobressinal quanto
sobre o tempo de estabilizacdo e o sistema se comporta como um sistema sem zeros.

E interessante se notar o efeito dos zeros no semiplano direito, o que caracteriza os sis-
temas de fase ndo-minima. A existéncia de zeros nesta configuracio leva ao aparecimento
de subsinal (valores negativos) no inicio do transitério (casos com 7' < 0 na figura 8.10 e
tabela 8.1). O subsinal também pode aparecer em sistemas com baixo fator de amorte-
cimento e com um zero muito significativo em relagdo aos pdélos, como no caso £ = 0.2 e
T = 5 ilustrado na figura 8.10 e na tabela 8.1.
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¢ = —Re(p) T 5=z Rez(p) Sobressinal | Subsinal | Estabilizacdo (5%)
0.2 0 00 00 52.7% - 13.8
0.2 0.5 2 10 59.7% - 13.4
0.2 1 1 5 79.8% - 15.8
0.2 5 0.2 1 355.5% 82.7% 21.8
0.2 -1 -1 -5 70.9% 34.7% 17.2

0.625 0 (%) (%) 8.1% - 5.17
0.625 0.16 6.25 10 8.2% - 5.01
0.625 0.32 3.125 5 8.6% - 4.86
0.625 1.6 0.625 1 35.5% - 4.30
0.625 -0.32 | -3.125 -5 8.4% 4.0% 5.48

Tabela 8.2: Influéncia de um zero nos critérios de desempenho de um sistema

8.5 Sistemas de ordem superior

Quando o sistema tem mais de um pélo com partes reais distintas, o comportamento do
sistema é mais influenciado pelo pélo mais préximo do eixo imagindrio (pélo dominante)
que pelos outros pélos (pélos dominados). Este fato acontece porque a constante de tempo
do pdlo dominante é maior, o que gera sinais transitérios mais duradouros. Para exem-
plificar, dois sistemas de quarta ordem cujos pdlos estivessem nas posicoes indicadas na
figura 8.11 poderiam ser aproximadamente representados por sistemas de ordem inferior:

D2 q1 q1
X X X
D4 D1 ~ D1 g4 43 ‘ ‘

Figura 8.11: Exemplos de aproximacao de sistemas com polos dominantes e dominados

Q

( ) _ K N K
V= (s +p1)(s+p2)(s+p3)(s+ps)  pap3pa(s+ p1)
Gls) = K N K

(s+aq)(s+aq)(s+a3)(s+q1)  gsqa(s+q1)(s+qo)

Quando o sistema, tem varios pdlos com partes reais aproximadamente iguais, a relagao
de dominancia nao estd bem estabelecida. Um sistema nesta situacdo geralmente tem
um tempo de estabilizacao maior que um outro sistema com um pdlo simples na mesma
posicao. Isto pode ser constatado no caso dos sistemas de segunda ordem: um sistema
de primeira ordem com um pélo em s = —p terd um tempo de estabilizacdo a 2% de
tss = 4/p, enquanto que um sistema de segunda ordem criticamente amortecido com dois
pélos na mesma posi¢do s = —p terd um tempo de estabilizacao a 2% de tgs = 5.8/p.
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Exemplo 8.5-A:
Verifique a adequacao de uma aproximac¢do de ordem inferior para os sistemas:

24 6
G = G =
) = G o219 28) = G152 125 1 4)
24 4 6 4
G ~ = G ~ =
1(s) 6(s2+2s+4) s2+25+4 2(5) 15(s24+2s+4) s2+25+4
O primeiro sistema tem pélos em s = —6 e s = 1 + jv/3. Como a relacio entre as
partes reais é de 1:6, espera-se um bom resultado ao se fazer a aproximagao. Ja o segundo
sistema tem um pélos em s = —1.5 e s = —1+ jv/3. Como a relacdo entre as partes reais é

de 1:1.5, a aproximagcao nao deve dar bons resultados. A figura 8.12 apresenta a resposta
ao degrau dos sistema exatos e dos aproximados. No primeiro caso ha uma semelhanca
razodvel na curva de resposta, enquanto que no segundo caso se constata uma diferenga
consideravel, principalmente no sobressinal. H

12

12

1.0

0.8

0.4

0.2

Figura 8.12: Resposta ao degrau de um sistema exato e de um sistema aproximado
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Exercicios

. Os gréficos a seguir apresentam em escala as localizagoes no plano complexo dos pélos
(representados por um “X”) e dos zeros (representados por um “O”) de malha fechada de
sistemas. Sao mostrados varios pares de sistemas, sendo cada par formado por um sistema
“A” e por um sistema “B”. Para cada par, pretende-se comparar os dois sistemas quanto
as seguintes caracteristicas: tempo de estabilizacao (tss), sobressinal (Mp,), subsinal (M)
e freqiiéncia de oscilagido (wg). Para isso, preencha a tabela abaixo, utilizando a seguinte
codificagdo para informar quanto vale a grandeza respectiva naquele sistema:

0 Valor nulo ou negligenciavel
oo Valor tende a infinito ou muito grande
> Valor nao-nulo, finito e maior que no outro sistema
< Valor nao-nulo, finito e menor que no outro sistema
= Valor nao-nulo, finito e aproximadamente igual ao do outro sistema

1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10|11 |12 |13 |14 | 15| 16
tss | A
B
M, | A
B
Wy A
B
M, | A
B
1) Im Im 2) Im Im
T T | T Re T T T 1 Re T T 1 T Re T T 1 T Re
Q) (B) ") (B)
3) Im Im 4) Im Im
—t } —t } —t } —+—X }
1 Re 1 Re 1 Re 1 Re
(A) (8 (A (B
5) Im Im 6) Im Im
=+ —+ —+ X —+
T T | T Re T 1 T Re T T 1 T Re T T >|< 1 T Re
(A) (8 (A G
7) Im Im 8) Im Im
+ X T X+ X ot
1 Re % 4 Re % 4 Re > 1 Re
(A (B) Q) (B)




164 CAPITULO 8. ANALISE EM REGIME TRANSITORIO

9) Im X Alm 10) Im X Im
X T T X T o
« + Re 1 Re % S Re 1 Re
(A) X (B) a (A) X (B)
11) Im Im 12) Im Im
X T X T X T X T
x4 Re x4 Re x4 Re x4 Re
(A) (B) (A) (B)
13) Im Im 14) Im Im
X T X T X T X T
% 4 Re % 4 Re % 4 Re % 4 Re
(A) (B) (A) (B)
15) Im Im 16) Im Im
X 1 X 4 1 1
} } } } } } } K }
x 1 Re % 4 Re 1 Re 1 Re
(A) (B) (A) (B

. A funcao de transferéncia de malha aberta de um sistema de controle com realimentacao
negativa unitaria é dada a seguir. Deseja-se uma resposta ao degrau com instante de pico
(tp) anterior a 1.1s e sobre-sinal inferior a 5%. Determine um valor admissivel para k.

k

R )

. Seja o sistema descrito pela funcao de transferéncia em malha fechada a seguir. Esboge
em um grafico a saida do sistema quando submetido a uma entrada u(t) = 2.

0.8

Gur(s) = s24+0.56s+1

. Um sistema monovariavel foi alimentado com um degrau unitario na entrada, obtendo-se
na saida o sinal descrito pelo griafico abaixo. Determine a funcdo de transferéncia em
malha fechada do sistema.

0.7 T T T T T

0.6 —

05 -

04 —

0.3 - -

0.2 -

0.1 - -

0 1 1 1 1 1
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E. Um sistema de controle de 22 ordem em malha fechada deve ser projetado para ter um
sobre-sinal entre 10 e 20% e um tempo de estabilizagio (a 2%) menor que 0.6s. Identifique
graficamente a rea possivel no plano complexo para os pélos de malha fechada do sistema.

F. Um sistema de controle com realimentagdo negativa unitiria é descrito pela fungdo de
transferéncia de malha aberta a seguir:

a2

0= ran

Determine valores para a1 e as de modo a satisfazer as seguintes especificagoes de desem-

penho para uma entrada degrau:

e sobressinal percentual M, < 5%; e
e tempo de estabilizagio a 2% tgs < 4 segundos.

G. Um sistema de controle tem a estrutura mostrada na figura a seguir.

1. Determine a fungao de transferéncia em malha fechada.
2. Selecione K7 e Ko de modo que o sistema possua dois polos em s = —10.
3. Calcule o tempo para que a resposta ao degrau atinja 90% do seu valor em regime.

K
R(s) S+

@ =

Y

» C(s)

K,

H. Seja o sistema descrito pela funcao de transferéncia em malha fechada a seguir:

1

Gwrls) = o h6s 4 1

Calcule a saida do sistema quando submetido & entrada indicada no grafico a seguir.
Mostre que a partir de um determinado instante a saida se torna constante.

um,

ot

|

\j

257
24

—

I. Um sistema tem a funcdo de transferéncia em malha fechada a seguir. Assuma que o0s
pdélos complexos sao dominantes e calcule de forma aproximada o tempo de estabilizagao



166 CAPITULO 8. ANALISE EM REGIME TRANSITORIO

a 2;0 da saida do sistema. Esta aproximacao é valida? Comprove sua resposta por
simulagéo da resposta ao degrau.

96(s + 3)
(s +8)(s% + 8s + 36)

Gur(s) =

. Uma planta é modelada por uma fungio de transferéncia G(s) = 1/(s + 1). Deseja-se
integrar a planta em um sistema de controle com realimentacdo negativa unitaria e com
um controlador de funcdo de transferéncia G.(s), conforme o diagrama a seguir.

U(s)fQ—» Ge(s) =~ G(5) = 54 Fr—=Y(s)

Deseja-se que, para uma entrada degrau unitirio (ou seja, U(s) = 1/s), a saida y(t) do
sistema exiba o seguinte comportamento:

e erro estaciondrio nulo;
e sobressinal nulo ou inferior a 10%; e
e tempo de estabilizacdo a 2% inferior a 4s.

As possiveis opcoes para a funcgdo de transferéncia G¢(s) do controlador sio:

ok o k(s + 2) .s—l}c—p OICST-F;)
.E OM .L .M
s s(s+p) s(s+p)

onde os parametros k, z e p sdo livremente ajustiveis. Escolha uma destas opcoes, justifi-
cando as razbes, e determine valores para os parametros livres de maneira a satisfazer as
especificacoes de desempenho. Concluido o projeto, simule o comportamento do sistema
para comprovar que as especificacées foram atendidas ou explique porqué a andlise tedrica
permite dispensar a simulagao. Caso a simulacao dé resultados nao satisfatorios, refaca o
problema com novas opcoes de projeto.



Apéndice A

Transformada de Laplace

A.1 Propriedades

A tabela A.1 a seguir apresenta a definicdo e algumas das propriedades mais 1teis da
transformacao de Laplace.

Propriedade Descricao matematica
Definigio Fs) = £[f()] = /0 Y Fhetar
Homogeneidade £]af ()] = aF(s)
Aditividade £1F() + g(H)] = F(s) + G(s)
Diferenciagio e[ 50| =576 - 10

2 .
£ |52l @] =276 = s0) - f0

d" n N
£ gt 0] =F ) - X 70
k=1
< _F(s) 1 [ ]
Integragio £ [/f(t)dt] . + . /f(t)dt L
' _ F(s)
£ [/0 f(t)dt] ==
Valor inicial %1_{% flt)= 311}120 sF(s) se limites existem

Tabela A.1: Continua na proxima pagina
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Propriedade Descricao matematica

o0
Valor final / ft)dt = liII(l)F(S) se limites existem
0 S—

lim f(t) = limsF(s) se limites existem
t—0o0 s—0

Translagao em s Le™™f(t)] = F(s+a)
Translac¢ao em ¢ L[ft—a)l(t—a)l=¢ ¥F(s) a>0
F
Multiplicagao por t Ltf(t)] = _d d(s)
s
d2

£[21(1)] = T5F()

den

L) = ()T R(s) n=1,23,
Mudanca de escala em ¢ £ [ f (2)] _ aF(as)
Convolucio £ [ /0 - fg(T)dT:| — Fi(s)F(s)

Tabela A.1: Propriedades da transformada de Laplace

A.2 Transformadas de funcoes notaveis

A tabela A.2 a seguire apresenta as tranformadas inversas de Laplace das fungGes mais
frequentes em sistemas de controle.

F(s) f(®)
1 d(t) (impulso unitério)
1 s
- 1(t) (degrau unitario)
s
1
o) t

Tabela A.2: Continua na préxima pégina
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52+ 2fws + w?

A.2. TRANSFORMADAS DE FUNCOES NOTAVEIS
F(s) f()
1 tnfl
s (n—1)!
—:ll_ efat
s+a
1 —at
(s + a)? te™™
1 b ntemat g9 3,
(s+a)" (n—1)! B
_v sin wt
82 + w?
5 cos wt
52 +w2
w —at -
(37%- N e “sinwt
s+a —at
m e @ cos wt
w? w

et sin(wy/1 — €21)

e

s
82 + 2fws + w?

1

/e

e ®lgin(wy/1— €2t — @) ¢ =tan '

N
3

efﬁwt

cos(wy/1 — £2t) —

§
/1o

sin(w+/1 — £2t)

w2

s(s2 + 2¢ws + w?)

1

/i

e “lsin(wy/1 — €2t 4+ ¢) ¢ =tan

1 V18
§

Tabela A.2: Transformada inversa de Laplace de algumas funcoes
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Apéndice B

Variaveis de estado

B.1 Propriedades da exponencial matricial

A tabela B.1 a seguir apresenta a definicdo e algumas das propriedades mais tteis da
funcdo exponencial matricial.

Propriedade Descrigao matematica
o0
Akk
Deﬁni(;zio eAt = T
k=0
Identidade =1
. Lo d At At At
Diferenciagio Ee =ev-A=A-e
Transformada de Laplace £ (eAt) =sl—A
A\ 71 At
Inversa (e ) =e
Distributividade escalar AlAP) — (AL AP
Nio-distributividad tricial e(ATB)t — oAt 0Bt oo AB = BA
ao-distributividade matricia,
e(ATBIL £ AL Bl g6 AB £ BA
Autovalores autovalor (eAt> — gautovalor(A)-t

Tabela B.1: Propriedades da fungdo exponencial matricial
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B.2 Deducao das formas candnicas

Seja um sistema com numero de zeros estritamente inferior ao niimero de pdlos, descrito
pela equacao diferencial:

( )

—1 -1
(’Z)-lral "y )+"'+anfly.+any:b1(nu + -+ bp1U + bpu

Introduzindo-se o operador de diferenciacao D e a grandeza auxiliar v:

(n—1) :
y D" b+ 4 Dby by v y=br v 4t bp1b+ byv

w D"+ D" laj +- -+ Dan1+an v

n) (n—1) .
u=v t+tay v +---+ap-1v+ayv

Pode-se entao definir as varidveis de estado z1, 2, - - - , £, correspondentes respectivamente
. (n—1)
auv,v, -, U
T v = I V= T2
To =V = T9 =TV =23
(n—2) . (n—1)
Tp-1= U = Tp-1= UV =Ty
(n—1) . n
Ip = U = Ipn= UV = —Q1Tp — ' —0p_1T9 — GpT1 + U

O sinal de saida pode ser expresso como sendo:
Yy = bliL‘n +---+ bn_l.Z'Q + bnxl

Estas equagbes podem ser expressas sob a forma matricial, dando origem & forma
canonica controldvel de obtencdo de um modelo no espaco de estados, onde:

x = Ax+ Bu
y=Cx+Du
[0 1 0 0 7 [0
0 1 0 0 0
Al s s 5
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
|—Gp —Qp-1 —Qp-2 -+ —G2 —a1] 1]

C=1[by bu1 boo - by bi] D = [0]
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Outra forma de conversdo do modelo em equagio diferencial para um modelo no espago
de estados é baseada na seguinte idéia:

~1 -1
(Z)+a1(ny )+---+an,13'/+any:b1(nu )+---+bn,1u+bnu =

D™+ D" ayy+ -+ Dap_1y + any = D" 'byu+ -+ Dby_ju+byu =
D"+ D" layy — D" 'byu+ -+ Dap_1y — Dbp_1u = —any + byu =
D[D[ . [D[y] + a1y — b1U] +eeet a1y — bn—lu] = —any + bpu

Pode-se entao definir as variveis de estado x,,,Z,_1,- - ,Z1 correspondentes as quantida-
des indicadas entre colchetes, de dentro para fora:

In =Y
Tp1=%Zp+a1z, —biu = T,=—a1T,+2Tp_1+biu
T1 =29+ p_1ZTp —bp_1u = To=—an_1Tp+T1 +by_1u
Da equacao externa = 11 = —a,z1 + byu

Estas equagoes podem ser expressas sob a forma matricial, dando origem a forma
canonica observdvel de obtengao de um modelo no espago de estados, onde:

00 --- 00 =—ay by,

0O --- 00 —Aap—1 bn—l

e
00 --- 10 —ag b2

_0 O .--- 0 1 —a1 | _bl_
C=[0 0 0 0 1] D = [0]

B.3 Algoritmo de Leverrier

O algoritmo de Leverrier permite calcular a transformada de Laplace da matriz de transi-
cao de estados, ou seja, permite calcular ®(s) = (sl — A)~! sem a necessidade de realizar
uma inversdo de matriz simbdlica.

Seja A(s) o determinante de ®(s), que vamos supor inicialmente conhecido, e a; 0s
coeficientes deste polinémio:

A(s) = det(sl — A) =s"+tas" M+t ap1s+ oy

Mostra-se que:

1
B(s) = ——(Ros" '+ Ris" 2+ -+ + Rp_as + Ry_1)

A(s)
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onde:
Ro =1

R1 = AR() + Oql
: (B.1)
Rn—1 =ARp_2 + an 1l
R, = ARp_1 + apl = 0

Os coeficientes «; do determinante A(s) podem ser calculados utilizando-se o traco' do
produto das matrizes AR;:
a; = — trace(ARy)

ay = —trace(ARy)/2
(B.2)

a, = —trace(AR,_1)/n

B.4 Funcoes de matrizes

Ao se trabalhar com modelos no espago de estados, aparecem algumas fung¢bes matriciais,
como exp(A) e In(A), onde A é uma matriz quadrada. Esta secio d4 algumas propriedades
das funcoes matriciais e maneiras de calculé-las.

Uma propriedade muito util de uma matriz quadrada de ordem 7 é o chamado Teorema
de Cayley-Hamilton. Este teorema diz que, se:

A=A+ X" T+ ta, A +a,=0

é a equacdo caracteristica’? da matriz A, entdo a equacdo caracteristica é satisfeita pela
prépria matriz A:

c(A) = A" + AV 4 a1 A agl =0

Usando-se o teorema de Cayley-Hamilton, pode-se mostrar que, para cada funcao
matricial f, hd um polinéomio p de grau menor que n tal que:

F(A) =p(A) = a1 A"+ @A™ 2 4t a1 A+ ayl

A determinacdo dos coeficientes a; pode ser feita sabendo-se que:

onde )\; sdo os autovalores® de A. Se os autovalores sdo distintos, entdo estas condicoes
sao suficientes para se determinar todos os coeficientes a;. Se hd um autovalor A; de

'O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da sua diagonal principal: trace(A) = 31| ai;
A equagdo caracteristica da matriz A é obtida fazendo-se det(Al — A) = 0.
30s autovalores de uma matriz sdo as raizes de sua equacdo caracteristica.
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multiplicidade m, entao deverao ser adicionadas as seguintes condigoes:

F(A) = p(X)
fAg) = b(N))
(m—1) (m—1)
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Apéndice C

Transformada Z

C.1 Propriedades

A tabela C.1 apresenta a definicdo e algumas das propriedades mais tteis da transformada
Z. Assume-se que fp = 0 para k < 0.

Propriedade Descricgao matemética
Definicéo F(z)=Z[f] = Z frz "
Homogeneidade Zlafi] = aF(z)
Aditividade Z(fe +9x) = F(z) + G(2)
Avango no tempo Z [fr4n) = 2" [F(2z) — F1(2)] Z fiz ™l
Atraso no tempo Zfx—n) =2 "F(z)
Valor inicial #ro0
se o limite existe
lim fy = lim(1 — 27 1) F(2)
k—o0 z—1
Valor final se o limite existe e se todos os pdlos de
(1 — 2 1) F(z) estdao dentro do circulo de raio unitério
k
Convolucao Z |hy = Zfz’gk—i = F(2)G(2)
=0

Tabela C.1: Propriedades da transformada Z



178 APENDICE C. TRANSFORMADA Z

C.2 Transformadas de seqiiéncias

A tabela C.2 apresenta a tranformada Z de algumas seqiiéncias fj usuais em sistemas de
controle. Assume-se que fr = 0 para k < 0.

[k F(z)
1, k=0
0 = . 1
0, caso contrario
e z
1 (degrau unitério) 1
z p—
z
k
(z - 1)
2 z(z+1)
(z—1)3
e—ak Z —
z—e€
oF a
z—«
sin ok sina - z
ina
22 —2cosa-z+1
z(z — cos a)
k
cosa 22 —2cosa-z+1

Tabela C.2: Transformada Z de algumas seqiiéncias

C.3 Correspondéncia com transformadas de Laplace

A tabela C.3 apresenta as tranformadas Z correspondentes as transformadas de Laplace
mais freqilentes em sistemas de controle. Os valores das seqiiéncias fj correspondentes sao
obtidos a partir das fung¢des continuas f(¢) amostradas nos instantes de tempo ¢ = kT

fkT), k=0,1,2,--- 1
fi= { I onde  [(t) = £ 1[F(s)

E importante que se note que F(z) na tabela C.3 ndo da a fungio de transferéncia
discreta correspondente & amostragem com um segurador de ordem zero de um sistema
com funcdo de transferéncia continua F'(s). E um erro bastante comum se fazer esta
suposicao. A funcdo de transferéncia discreta de um sistema amostrado deve ser obtida
através do procedimento descrito na se¢ao 3.6 ou por consulta direta & tabela C.4.
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F(s) f(?) F(z)
1
- 1 (degrau unitério) &
S z—1
1 y Tz
s? (z —1)?
1 t* T?2(z + 1)
s3 2 2(z—1)3
1 oot z_
s+a z—e~oT
w . sin(wT)z
- t
$? + w? sin(w?) 22 —2cos(wT)z + 1
s z[z — cos(wT)]
t
s2 4+ w? cos(wt) 22 —2cos(wT)z+ 1
—aT _:
w —at s e sin(wT)z
—_— t
(s +a)?+ w? e “sin(wt) 22 — 2e=T cos(wT)z + e~ 20T
s+a —at z[z — e 9T cos(wT)]
— t
(s +a)?+ w? e cos(wt) 22 — 29T cos(wT)z + e 20T
—e o7 T)+ (&) sin(wT
R L [cos(wt) — (ﬂ) sin(wt)] Az e Ecos(w )+ (&) _( i
(s+a)?+w? w 22 — 2e= cos(wT)z + e—2aT

Tabela C.3: Transformadas Z correspondentes a transformadas de Laplace notdveis

C.4 Amostragem de funcoes de transferéncia continuas

A tabela C.4 apresenta a correspondéncia entre as fungoes de transferéncia discreta G(z) e
continua G(s) para um sistema precedido por um segurador de ordem zero. A fun¢ao G(z)
é indicada explicitamente ou através dos coeficientes dos polindmios da seguinte expressao:

b1z2" Pt b1z + by
2"+ a2+ a1z + ap

G(z) =

G(s) G(z) ou coeficientes de G(z)
1 T
s z—1
1 T?(z +1)
s? 2(z—1)2

Tabela C.4: continua na préxima pagina
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G(s) G(z) ou coeficientes de G(z)
1 z—1 I (=)™ g™ z
s 7 a50 m! dam \z— el
e*sT 2,'71
a 1—e ol
s+a z — e—aT
1 1
a by = E(GT —1+e9T) by = ~(1—e T —qTe T)
a
(5 +a) o ey e
a? by =1—-eT(14aT) by =e (e 1 aT —1)
(s + a)? a; = -2 ag = e 2T
s (z = 1)Te T
(s +a)? (z — e—aT)2
b(l1 — e 9T) —a(l —e~tT)
by =
_ab b—a
(s +a)(s +0) ol —e " Me T —b(1 — e~ T)e""
a#b 2T b—a
a; = _(e—uT + e—bT) as = e—(a+b)T
b — e T —e T 4 (c¢/b)(1 — e %) — (c/a)(1 — e~
__ste b a—b
(s+a)(s+0b) by — € ~(a+b)T n b—c o—aT c—a_
a#b ab b(a — b) a(a —b)
ay = —e~9T _ o=bT ay = e—(@+OT
blzl—a(ﬂﬁ-iﬂﬁ’) wq = wp/1 — &2
d
w% 2 Ewn T
82 + 28wy s + w2 by=0a"+a (w—d'y - ﬂ) a=e S
¢<t a; = —2af B = cos(wgT)
ag = o? v = sin(wyT)
S 1
— _gwnT 3 — — _ 2
§% + 28wps + w2 by = wde sin(wqT') bo=-b1 wg=wpV1-=¢
£<1 a1 = —2¢ T cos(wqT) ay = ¢ 2wnT
a? by =1—cosaTl bo =1—cosaT
s%2 + a? a1 = —2cosaTl ay =1
1 1
s by = —sinaT by = —=—sinaT
24+ q? ¢ a
5 a1 = —2cosaT ar =1

Tabela C.4: continua na préxima pigina
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G(s) G(z) ou coeficientes de G(z)
b3:_la_12(0‘_1)+04T<§+2)J a3 = —« a=e T
32(5a+a) by=(1-a) (%2—5—2>+§(1+04) ar =2a+1
b1:1;2a+T(g—%> a0 = —(a+2)

Tabela C.4: Fungao de transferéncia discreta de sistemas amostrados
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